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Предиелов!е. 

Вопросы о вредныхъ сопротивленяхт и разсъяни энери, являю- 
ищеся едва ли не самыми важными въ гидравликЪ, привели авторов», 
занимающихся ими и считающихся съ современнымъ состоящемъ этого 
отдВла прикладной механики, къ использованию наиболье сложных 
методовъ классической гидродинамики. 

Эти вопросы, ввиду иЪфкоторыхъ особенностей предетавляемыхь 

ими, наталкиваютъ на рядъ непреодолимыхъ аналитическихъ трудно- 
стей, съ которыми чистые теоретики мирятся и оставляють ихъ въ 
сторонЪ, практикамъ же, нуждающимея въ ихъ рфшеши хотя-бы съ 

извЪетной точностью, приходится изыскивать приближенные епособы 
рьшенйя поставленной задачи. 

Не вдаваясь въ подробности мы напомнимъ, что движеше жид- 
кости подчиняется двумъ режимамъ, рЪзко другъ оть друга отличаю- 
щимся. Границу между ними, какъ извфетно, установилъ 'англйскй 

ученый 0. Веупо!4$, доказавъ’ своими классическими опытами надъ 
течешемь жидкости въ трубахъ существоваше такъ называемой „кри- 
тической скорости“, ниже которой течеше жидкости „струйное“ и 
подчиняется основнымъ уравнешямь Ха\ег, а выше — наступаеть 
„турбулентное“, неупорядоченное движене, для котораго французеый 
ученый Вопззтез ввель понятЁе о „средней мЪстной скорости“ потока. 

Кореннымъ отличемъ перваго рода Теченй оть второго является 
зависимость потерь, при струйномъ движени, оть большей или мень- 
шей вязкости жидкости, т, е. оть степени проявляемаго ими внутрен- 
няго и вныиняго треня, между тЪмъ какъ турбулентное движеше не 

прямо связано съ вязкостью и проявляется въ видЪ образованя вих- 
рей, возникающих тЪмъ скорЪе, чфмъ удобоподвижн\е частицы жид- 

кости; кром того, при турбулентномь режимф значительную роль 
играеть вопросъ объ устойчивости движешя жидкости. Источником 
вихрей въ данномъ случа служать границы, двигаясь вдоль которыхъ 
жилкость получаетъ вихревое движеше, распространяющееся вглубь ея. 
Работы въ этомь направлеши 1. Ргапа’я, а затьмъ и Н. В\азаз’а 
К. Нешен/’а, Кёгатаи’а, Н. Готепи’а, ВоНе и др. въ значительной 
мБрь уяеняютъ вопросъ. . 
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Однако всЪ эти авторы, рёшавиие вопросъ о течени жидкости 

аналитически, исходять изъ основныхъ уравнешй движешя, установ- 
ленныхь Мамег на основаши гипотезы Хе\{юп’а о внутреннихъ силахъ 
треня въ несовершенной жидкости. 

Такимъ образомъ, теорйя струйнаго движешя вязкой жидкости 
ложится въ основу всей современной технической гидромеханики, 
пытающейся аналитически обосновать явлешя турбулентнаго движеня, 

Существующее въ русской научной литературЪ курсы гидроди- 
намики излагаютъ основы движешя вязкой жидкости съ иЪкоторыми 
недочетами, не допускаюшими пользоване изложенной теорей въ чисто 
практическихъ случаяхъ. Такъ, почти во вефхъ, примфрахъ, иллюстри- 
рующихъ примфнен!е теори, скорости принимаются настолько малыми, 
что произведешями и квадратами ихъ въ уравнемяхъ движеня можно 
пренебречь, между тЪмъ въ реальныхъ случаяхъ практики величина 
скоростей не допускаеть пользованя этими приближенными уравие- 

ными движен. 
Вопросъ о силахъ, дйствующихъ внутри вязкой жидкости, изла- 

гается такъ-же недостаточно полно: ограничиваются ссылкой на теор 
упругости; межлу тфмъ нЪкоторыя детали, какъ напр. вопросъ о дав- 
ленш, заслуживають, какъ намъ кажется, боле внимательнаго отно- 
шеншя. 

Отсутствуютъ такъ же таблицы съ численными значенями коэф- 
фищентовъ для разныхъ жидкостей. 

Имя ввиду указанныя обстоятельства, мы рЬшили изложить 
основы гидромеханики вязкой жидкости въ объемф, необходимомъ 

всякому желающему въ дальнйшемь болЪе подробно ознакомиться 
съ работами, затрагивающими главнымъ образомъ, техническую сто- 
рону этой области и иллюстрировать ее нЪкоторыми примфрами, имвю- 
щими непосредственно прикладной характеръ. 

Темой для примфровъ избранъ вопроеъ объ использоваши треня 
жидкости какъ движущей силы или средства для ея перемфщеня. 
Рьчь идеть о машинахъ, работающихь трешемь жидкости, т. е. о 
„гидравлических фрикщюнныхъ машинахъ“, являющихся въ данном 
случаЪ аналощей обычнымъ машинамъ, работающимь трешемъ твер- 

дыхь тЬль, 
Этоть вопросъ впервые обелфдованъ экспериментально проф. 

Н. Е. Жуковекимь на скороходной нор!и (мы назвали ее „швуровымъ 
насосомъ“), въ которой жидкость подается шнуромъ (или цфиью) быстро 
движущимся вдоль оси трубы. Результаты своихъ опытовъ проф. Н. Е. 
Жуковсый сообщиль У-му водопроводному съЪзду въ г. КевЪ въ 1901 г. 
Впослфдетв и, въ 1912—1913 г.г. онъ вернулся къ этой тем, въ своем 
докладь ХШ-му съфзду естествоиспытателей и врачей въ г. ТифлисЪ 
въ 1913 г. подъ назвашемъ: „Подача нефти помощью скороходной нор“. 
Къ сожалЪн!о проф. Н. Е. Жуковекй до сихъ поръ не далъ какиху- 
либо теоретических соображешй о результатахь своихъ опытовъ. 
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Въ 1911 г. американсый физикъ №. Теза, использовавъ ту-же 
идею, примфнилъ вь качеств рабочаго органа ие шнуръ, а пращаю- 
ищеся диски и построиль на этомъь принципЪ паровую турбину и 
насоеъ, по характеру работы соотвётствуюнце современной паровой тур- 
бинЪ и центробъжному насосу; эти машины названы нами „дисковыми“. 

Задачи о шнуровомъ насосЪ и его обращен!и разобрана нами до 

конца и р№шены съ точки зрёня струйной теор; такъ же точно и 

для дисковыхъ машинъ мы указали аналитически путь рЬшеншя за- 
дачи и дали окончательный результать для простЬйшаго частнаго 

случая. 
Наша работа по существу касается лишь вопроса о струйномъ 

течени жидкоети, но считаясь съ значительным интересомъ, пред- 

ставляемымъ дисковыми машинами, а также и съ тЬмъ, что отвъчаю- 
щая дЪйествительности теорйя дисковыхъ машинъ строится въ пред- 
положеши турбулентнаго движеня, мы заканчиваем первую часть 

книги небольшой главой объ этомъ движенши, содержащей самыя не- 

обходимыя свфдЪия по этому вопросу. 

Вторая часть работы посвящена теоретическому изслдованйю 
дисковыхь машинъ и экепериментальному изслфдованно одного изъ 
видовъ лисковыхъ мапиить—дисковаго насоса. Теорйя этихъ машинъ, 
въ прелположенит турбулентнаго движеня, данная Н. Тогепя’ом” 
нами нЪеколько пополнена и исправлена; экспериментальное же и: 
слЪдован!е дисковаго насоса, насколько намъ извЪфетно, появляется 
въ технической литератур впервые. 

Въ заключенше укажемьъ на нЪкоторые выводы и положен, къ 
которымъ мы пришли въ нашей работ. 

Интеграль живыхъ силъ [(32) $ 11], для неустановившагося дви- 
жешя жидкости въ общемъ случаЪ, данъ съ добавочнымъ членовъ въ 

видЪ опредфленнаго интеграла, зависящаго отъ скорости теченйя *). 

Совпадеше главныхъ осей деформащй съ главными осями напря- 

жешй для однородной изотропной вязкой жидкости является слЪд- 
стыемъ вывода выраженй для напряжений [(86) $ 31], но не вводится 

какъ основная гипотеза для вывода этихъ выражен. 
Вь $ 31 устанавливается понят объ обобщенномъ давлении 

подчеркивается существенная разница между истиннымъ гидрадина- 
мическимъ давленемь въ вязкой жидкости и фиктивнымъ, входящимь 
въ выраженя для напряженйй. 

Въ 8 38 данъ полный выводъ общаго выраженя для разефянной 

энерми (114, а). 

Глава Х даетъь преобразоване всЪхъ основныхъ формулъ и урав- 
ненш къ цилиндрическимъ координатамъ. 

*) Элементарный выводъ этого интеграла, для чаетнаго случая, можно 
найти у проф. Д. П. Рузекаго: „Гидравлика“. К!евъ, 1910 г. 



Глава Х1 55 51—58 предетавляеть полную теорйо шнурового 
насоса и его обращешя—шнурового двигателя. 7 

Въ $$ 59—64 той же главы разсматривается вращательное дви- 
жене вязкой жидкости между параллельными плоскостями. Приводится 
теоретическая схема дисковой машины и указывается путь рышешя 
задачи въ самомь общемь видЪ. Затмь дается р\ышеше частнаго 
случая. Въ $$ 65—66 раземотренъ боле общий случай движеня вяз- 
кой жидкости между соосными цилиндрами. 

Вторая часть работы содержитъ теоретическое и эксперименталь- 
ное изслЬдоване дисковыхъ машинъ, Во П главЪ въ $ 7 показывается 
невозможность обосновашя теори па принцийЪ струйнаго движеня. 

Въ $ 9 той же главы дается полный интегралъ (12), въ Бессе- 

левыхь функщяхъ, основного уравнешы (8,65), представляюний выра- 

жене для тангенщальной скорости и; въ функщи остальныхъ пара- 
метровъ. ы 

Въ $ 14 для полной энерми Н(г) на единицу вЪса, развиваемой 

колесомь турбины, приведено выражене (37), не соотвЪтетвующее 

данному Н. Гогепи’омъ выражению, съ указашемъ причинъ несовпаден!я. 
Глава Ш содержитъ опытное изелфдоваше дисковаго насоса съ 

приложенемъ всфхъ численныхъ результатовъ. 
Какъ слЪдетые изъ опытовъ въ $ 27 установлено два режима 

работы насоса: подчиняющся теоретическому уравненйо состояня и 
отклоняюнцийся оть него. 

Параллельно съ этимъ дается выражеше (62, 63) для критической 
скорости (,;), выше которой насосъ работаеть по теоретическому 
уравненйо состояня, а ниже—не удовлетворяеть ему. 

Опыты показываютьъ, что дисковые насосы могуть работать с 
довольно высокимъ гидравлическимь коэффищентомь полезнаго дЪй- 

стя. Въ нашемъ случа, при произвольно выбранныхъ размврахь 
насоса, он достигъ 0,60. 

Декабрь, 1914 г. 

С. Шенбер. 
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ГИДРОМЕХАНИКА. 

Глава [. 

Обиця положеня, Напряжен!я въ сплошно-деформирую- 

щихся тфлахъ, 

1. Гидромеханика исходить изъ 
жен: 

сплошно-деформирующимся ттоломь называется такое, въ #о- 
торомъ разстояще между двумя безконечно близкими точками 
остается безконечно- малымь и посль деформации; 

жидкостью называется такое сплошно-деформирующееся тльло, 

въ которомь, въ состояни равновпкля, не могутъ существовать не 

только касательныя напряженшя, но и нормальныя натяженя; по- 
сльдня должны отсутствовать и при движени экидкости. 

Другими словами, изъ всфхЪ жидкостей разсматриваются лишь т, 
въ которыхъ сиюплене между частицами равно нулю, что практи- 
чески для такихъ жидкостей, какъ, напр., вода, можеть быть принято 
съ болышимъ приближешемъ. 

Изъ приведеннаго выше опредЪленя вытекаетъ, что въ жидко- 
сти, въ состояши покоя, могуть существовать лишь нормальныя дав- 
лешя, т. е. тая силы, которыя стремятся измфнить, выдЪленный въ 
жидкости, элементарный объемъ, сжимая его. Съ этой точки зрёня 
жидкости раздфляются на несжимаемыя, т. е. жидкости съ неизмЪн- 
нымъ объемомъ, а, слЪдовательно, и плотностью (капельныя, какъ ихЪ 
иногда называютъ) и жидкости сжимаемыя съ перемъннымъ объемомь 
и плотностью. 

_ Что же касается касательныхь напряженй, то здфеь придется 
говорить о жидкостяхъ двоякаго рода: 

1) несжимаемыя жидкости, подчиняющяся вышеуказанному опре- 
дБленшю и обладаюпйя тЬмъ добавочнымь свойствомъ, что въ нихъ, 
и въ состояни движешя, не существуетъ касательныхт, напряженй, 

называются идеальными. 

"Блующихъ основныхь поло- 



2) ть же жидкости, въ которых при движени возникають каса- 
тельныя напряженя, называются вчакими жидкостями; онЪ, конечно, 
могуть быть несжимаемыми и сжимаемыми. 

Гидромеханика занимается только идеальными и несжимаемыми 
вязкими жидкостями. 

2. Если въ сплошно - деформирующехмся тЬлЪ, отнесенномь къ 

какой-либо неподвижной прямоугольной системЪ координать Х, У, #, 

выдФлимъ элементарный параллелопипедь объема 4 съ ребрами 

параллельными осямъ, то на него дЪФйетвуютъ, въ общемь учаль, 

силы двухъ категорй: къ первой относятся силы объемныя и силы, 
расчитанныя на единицу массы; ко второй—силы, раечитанныя на 
единицу поверхности. 

Обозначая черезь ЧР равнодЪйствующую силъ, приложенных 

къ масеЪ 4т разсматриваемаго элементарнаго объема (считая всЪ силы 
приложенными въ центрЪ тяжести этого объема), получаем для силы 
расчитанной на единицу массы, приложенной въ центрЪ тяжести обтъе- 

ма выражене 

Обозначая плотность въ центрЪ тяжести нашего элементарнаго 

объема черезь в, имфемъ 

ат = 2г, 

отсюда Ё, —снла на единицу объема выразится такъ: 

ЧР я 
= аа = Ре ные 

=0 

ПослЪцнее уравнене даеть связь между объемной силой и силой, 

расчитанной на единицу массы. 

На каждую грань (48 ©0 стороны жидкости, ок] 

нараллелопипедъ, лЪйствують силы. Предполагая, что всЪ онЪф ири- 
ложены въ центр тяжести элементарной площадки 48, и что ихъ 

равнодЪйствующая равна (Р,, имЪемъь для мюверхтностной снлы такое 

выражен: 

ужающей нашь 

аР, г Е, ит Га еее 8) 
48 =0 

Силы Ку и Ем (или Е, ) по существу отличны другъ оть друга: 

первыя являются результатомь дЪйстыя жидкости, окружающей рал- 
сматриваемый элементарный объемъ, на жидкость внутри его лежа- 

щую; вторыя, т. е., Е» и Е, возникають велфдетые силъ, подобных 

силф тяжести, магнитнымъили электрическимъ силамъ. Сюда же долж- 
но быть причиелено взаимодЪйстве между отлфльными частицами 



жидкости, источникомъ котораго является притяжене по закону 
Ньютона. 

Поверхноетныя и объемныя силы, вообще говоря, являются функ- 

щями координать точки и времени. Изъ предыдущих разсужденй 

мы видимъ, что для поверхностной силы, кромЪ координатьъ точки, 
играеть роль орентировка той элементарной площадки, на которую 
эта сила расчитана, при чемъ для жидкостей невязкихъ о сила эта, 
на основаши опредъленя, можеть быть лишь да мъ (т. е. силой, 
направленной нормально къ площадкЪ внутрь элемента). 

3. Въ дальнфйшемъ мы введемь слЪлуюця обозначен: 

ИЯ Ы ат аноде И 

будуть обозначать составляюнйя по осямъ Х, У, Я, поверхностной 

силы, на площадку съ нормалью и, дЪйствующей со стороны положи- 
тельной нормали къ площадкЪ на сторону отрицательной. Если вмЪсто 

п стоитъ соотв тетвенно 2, / или =, то (4} обозначають составляюния 
поверхностной силы на площадки перпендикулярныя къ соотвЪтетвую- 
щимъ осямъ; направленя положительныхь нормалей къ нимъ совиа- 
даютъ съ направленемъ координатныхъ осей. 

Можно показать, что поверхностная сила, или, какъ мы дальше 

будемъ говорить, напряжене въ данной точкь на какую-либо пло- 
цадку съ нормалью п, вполиЪ опредЪляетея напряжешями на три 

взаимно перпендикулярныя площадки, черезъ эту точку проходяция. 

Для этого черезъ разематри- 

ваемую точку М проведемь три 

плоскости, параллельныя коорди- 
натнымъ плоскостямъ, и плос- 
кость, перпендикулярную къ на- 
правлению нормали и на безко- 
нечно маломъ разетояни оть М 
(черт. 1). Получимь тетраэдръ 
съ ребрами МА, МВ, МС, соот- 
вътетвенно равными 47, 4у, 42. 

Составляюция силы на единицу 
массы въ точкЪ М обозначим 
черезъ: 

Черт, 1. Я ды 

Соетавляюция напряженя на площадку АВС будутъ 

х, Нах, Т.Н, 2, 
ели для площадки съ той же нормалью въ точкЪ М принять. выра- 
женшя (4). 



= = 

Обозначая площадку А АВС черезъ 85, высоту МО тетраэдра 
черезь №, получимъ для объема нашего элементарнаго тетраэдра 
слфдуюния выражен!я: 

агау4 _ 352й . 2% — = 
ты Е] $ 

если р плотноеть въ центр тяжести тетраэдра, то масса его выра- 

зитея такъ: 

ат == с чи =р 

Примфнимъ теперь къ нашему тетраэдру принцить Даламбера. 
Примемъ, что сила, дВйствующая на грань, получается какъ произве- 

деше изъ площади грани на силу, приложенную въ центрЪ тяжести 
ея; аналогично для массы и объемной силы. Въ такомъ случаЪ для 
оси Х равенство нулю потерянной силы даеть: 

Е ея уе 

Боно ехал И 

гдЪ 7], составляющая ускореня центра тяжести по оси Х. 

Если 1, т, п- косинусы угловъ нормали п съ осями, то имЪють 
мЪфето равенства: 

А т, =. = п.85. 

ДБлая подстановку въ, предыдущее уравнене и сокративъ его на 
25, получимъ 

2, —ф в и (ХЬ-8Х) 
г аа, НХ, )т-- 

-(.-ЫХ,) п=о0; 

переходя къ прелфлу, т. е. принимая 2% =0 и 8Х, = 0, найдемъ: 

Х, = + . Хут-Х, п. 

ПримВняя ть же разсужленя ке осямь У и Я, можемъ для 

= „1+ Х,ут--Х. п, 

Ув = У, Ут Уп ..... (6) 

2% = 2, 1- 2,т-- 2, п. 



тя идеальной жидкости, на основани ея опредълешя, имЪе» 

Ху=Х.= У, =У, =, =, =0; 

кромЪ того, напряжене К, на площадку 85 совпадаетъ по направле- 

нйо съ нормалью п къ ней, т. е. 

ХЕ, Ь Ту= т, й.=Е, п; 

равенства. (6) обратятся поэтому въ такя: 

У, =Ь—Фр, ...... (1) 

т. е. вь идеальной жидкости напряжене на площадку въ данной 

точк№ нормально къ ней и не зависить оть положеня этой площадки 
(т.е. направленя нормали къ ней). Это напряжене обычно называется 

давлешемъ; обозначимъ его через — р. 

4. Уравнешя (6) показываютъ, что напряжене въ данной точкЪ 

на произвольно выбранную площадку зависить оть напряженй на три 
взаимно перпендикулярныя площадки, черезъ эту точку проходяция. 
Переходъ оть одной системы трехъ взаимно перпендикулярныхъ ило- 
щадокъ къ другой, въ данной точкЪ, представляеть простую задачу 
аналитической геометри. Между составляющими этихъ напряже 
существуетъ весьма простая зависимость, получающаяся примънешемъ 
закона моментовь количествъ движешя къ элементарному параллело- 
пипеду, грани котораго параллельны координатнымъ плоскостямъ 
(см. черт. 2). 

Пусть въ точкЪ М на три 
взаимноперпендикулярныхь  пло- 
щадки, параллельныхъ координат- 
нымЪъ плоскостямъ, дЪйствуютъ на- 

пряженшя (пользуясь обозначеня 
чи 5) 

Ху, У, 4, -. 04а) 

Х;, 
Черт. 2. ы = У 

а на единицу массы: 

ЕЕ ен и Ро аз 6 

На площадки РАА Е, ВВ.ЕО, и СА,ЕВ, дЪйствують напря- 

жены 

Х.-8Х,, У-+8У,, 2-82, ит.д, 

причемъ поверхностныя силы приложены въ центрахъ тяжести гра- 
ней параллелопипеда, а сила, дЪйствующая на массу, въ центрь тя- 



жести самаго параллелопипеда. Напишемъ уравнене моментовъ коли- 

чествъ движеня для случая врашеня нашего параллелопипеда ‘во- 

кругь оси Й', получимъ: 

(42? -- ау?) 4 ау?а ‚ Ча» 

Вот — Чо и = ее ту 

—(х„-аха у Ул Па: ау, ) дуагах — 

— (ху -Наху) аеаебу-- х, ЧА т, Я (к, ао 

еек М + авацаг | (у--ау) ЧР (хч-ах) 4] 

«угловая скорость вращеня параллелопипеда вокругъ оси 7”. 

Раскрывая скобки, произведя сокращеня и пренебрегая безко- 

нечно малыми выше третьяго порядка, получимъ: 

(У„— Ху) 4жауае = 

Поэтому, составивъ по аналои подобныя уравненя для осей 

Х’ и У’, получимъ: 

Х.=У,, 2 Е 

На основан приведеннаго выше вывода заключаемь, что эти 
соотношешя имфють всегда мЪего: какъ для влучая равновЪея, такъь 

и движеня сплошно-деформирующагося тфла. Для жидкости въ по- 

коЪ, всЪ касательныя напряженя, на основаши опредфлешя, равны 

нулю. 
5. Изь уравнешя (6) вытекаеть, что напряжешя вообще не нор- 

мальны къ соотвЪтетвеннымъ площадкамь. Рышимъ поэтому такую 
задачу: найти для данной точки площадку (т. е. направлене нормали 
къ ней), чтобы напряжеше на нее было къ ней нормально. Обозначая 
величину этого напряженя черезь р и помня что р по направлению 
совпадаеть съ нормалью къ соотвЪтственной площадкЪ, можемь на- 
писать (см. обозначеня 4) 

Хв=рР4, Ув=рт, -==рил; 

уравнен!я (6) въ этомъ случа перепишутея так 

(Ха —РХ,т--Х, п=0, 

Уве (Уу—р)т-РУ пы, ...:... 9) 

2.1 - бут (2, —р)п=0. 



| | 

Для возможности опредфленя отеюда неизвЪстныхъ 1, т, п, долж- 
но имЪть мфето услове: 

у 
т, о". 80 

7, ‘с, 

Вь анализ доказывается, что это, кубическое относительно р), 
уравнене имфетъ веЪ три корня р, р», Рз дЪйствительными. Под- 

ставляя каждый изъ нихъ въ систему уравненй (9), найдемъ изъ 

нихЪъ величины пропорщональныя косинусамъ нормалей съ осями коор- 

динать къ искомымъь площадкамъ. Такимъ образомъ, вообще говоря, 
для каждой точки сплошно-деформирующейся среды существуеть три 
взаимно-перпендикулярныхь направленя, по которымъ дфйетвуютъ 
одни лишь нормальныя напряжешя. Мы не будемь останавливаться 
на тЪхъ частныхъ случаяхъ, когда въ уравнени (10) появляются 
кратные корни, или корни равные нулю. 

Эти нормальныя напряженя называются главными напряженями 
въ данной точкЪ среды, а направленшя ихъ — главными направле- 
НИЯМИ, 

Выводъ дифференщальныхь уравненй движешя точки 

сплошно-деформирующейся среды, 

6. Обозначая составляюция скорости точки по осямь координать 
Х, У, # черезь 

Я Е у ведение МЫ 

для составляющих ускореня по ТЬмъ же осямъ, получим: 

аи 45 в 

4’ Ш’ 

ЭдЪеь берутся полныя производныя по времени, какъ независи- 

мому перемфнному, имя ввиду, что и; си суть вообще функщи 

координать 2, у, < и времени #; причемъ х, И, 2 сами являются функ- 
щями времени # (и параметровъ). Т. е. можно написать: 

аи ди ди 4х ди ау ди а 

@& — а Тб № Та 10 @’ 

но по опредфленйо 



=: — 

поэтому: . 
Чи би ди би, ди 
К 1 дуг" а. - (13) 

Два аналогичныхь выраженя получается для 

4% | 
@ а * 

Дифференщальное уравнеше движешя нашего элементарнаго 
параллелопипеда по оси х получится, приравнивая составляющую 
ускорительной силы по этой оси, суммЪ составляющихъ силъ, прило- 
женныхъ къ нему, по той же оси. Еели плотность въ точкф М--р, то 
масса его будеть: 

(2 -- 86) Чхацаз, 

ускорительная сила представится въ видЪ: 

ши, 
4’ 

сила, дЪйствующая на массу параллелопипеда: 

(Х-Е2Х) (2-82) агауаг. 

Результирующая на грани СМВВ, и А, АБЕ по оси х напишется 

такъ: 

(2-2) ах уаз. 

_  ОХьау, 9%, 42 з 9х, ах„.ау 
ар аа ааа + (Хе де 

$ Уаиаь, 

или, послЪ сокращенй: 

9х, 
= ар ау аз. 

Совершенно также для граней СА, АМ и ВВЕШ получимъ: 

= духа: У Чуагаг, 
ду у 

а для граней МАРВ и СА, ЕВ: 

и а: ак ау. 

Приравнивая ускорительную силу суммф предыдущихь силъ, 
найдем: 

Чи 9Х. 
(2 82) 4х ауа= Г” = (ХХ) (2-4) агауаг- = ахауаг + 

9х, 
—- он дате 52 а: ах ау; 



И 

сокращая на 4хау4г и пренебрегая безконечно малыми (переходя къ 
предЪлу), получимъ: 

аи 9х. 9х, 9Х. 
р И 
4 7 де ду ТГ 4 

Поступая аналогично и по отношению къ остальнымь осямъ и 
принимая во внимаше (13), найдемъ, по раздфлени на р, три диффе- 

реншальныхь уравнения движеня сплошно-деформирующейся среды: 

би би би СЕ | ( 9%, 0х, 9Х. ) 

_б ыы де Ев. ди ра В 2\ де ду в. дг /’ 

И 9 бе бе у 1 (= У, гии) 

ЧИ ии бе а ву +5; РА т ву в /,. ЕЯ 

ди де ди бе 2 
бе НН 

1 (0% 
Вы. Е ДИ 
| бт Т бу ` 

могуть быть разсматриваемы, какъ силы, дъйствующёя на единицу 
массы, источникомъ которыхъ являются поверхностныя напряжен!я. 

Услове сплошности, 

7. Вь дополнеше къ предыдущимь уравнешямъ должно быть 
выведено еще одно, выражающее такъ называемое свойство сплош- 
ности движешя. Для этого подсчитаемь измнеше массы нашего эле- 
ментарнаго параллелопипеда за безконечно малый промежутокъ вре- 
мени (4. 

Это измьнеше, съ одной стороны, равно: 

[в +) + 2 +. ие аиаг— (2 - 26) ах ауаз, 

или, удерживая безконечно малыя не выше четвертаго порядка: 

9% 3 @ т ду, „ -....-... (15) 



съ другой стороны, количество матер, вел 

педъ черезъ грань В, СМВ за время 4, 6\ 
пающее въ параллелопи- 

деть: 

Е р ау ‚42 4 ., бб ау 90а 

(+ т 2 )(: 5 + 5 У еаиае, 

а выходящее черезь грань А. АЕ: 

др, др Чу, 9 42\ (90, дб Чаи, 90а 
(= а дит? )(©+ 22+ а 2 

ди > ИЕ ума; 

отеюда приращене массы нашего элементарнаго параллелопипеда въ 

направлени оси х будеть, вычитая изъ предпослдняго выражены 

поельдиее и пренебрегая безконечно малыми выше четвертаго по- 
рядка: 

дри 
— —— @агау ах бе уз 

аналогично въ направлении оси У получимъ: 

— др аа Чу аз, 
бу 

и по оси 

ди 
— — @ахауа=. а ы 

Складывая эти выражен, найдемъ полное приращене массы за 
время @ въ видЪ: 

и (= доб дрш 
и аа - уч ахуе ОТВ 

Такъ какъ (15) и (16); 
ах ау аг получаемъ оконча’ 

жны быть равны, то по сокращен на 
льно 

% бри де ош 
Ра = и и т #) =5. о 

Это и есть уравнене или услове непрерывности (или еплошно- 

и) лвиженя еплошно-деформирующагося тЪла. Замфчая, что 

4 _ 4% 0$ Че 9; ау др 4 
(С И ыы др И + оу а 9: @ 

_ 965 9, 92 

27 Не" НЗ" + 9. № 

опредЪляемъь отеюда - и подставляя въ (17), найдемъ оконча- 

тельно. 

Е реа > о 



РН” = 

Дл янесжимаемаго тбла, т. в. если 2 — сопзё, (17) обращается въ 

Жи = сыне 51) 

Уравненшя (17), (17,0) и (17,5) являются условями спаошности 

для сплотино-деформирующагося тфла. 

Глава П. 

Дифференщальныя уравнения движен!я идеальной жид- 

кости, Ихъ интегралы. Условя на границахъ, 

8. Давая въ уравнешяхъ (14) частныя значеня составляющимь 

поверхностныхь напряженй и силъ, дЬйствующихъ на единицу мас- 
сы, а также плотности р, получимъь дифференщальныя уравненя 
движешя сплошно-деформирующагося тЪла, обладающаго извъетными 

частными свойствами, проявляющимися при дЪйстви на него внЪш- 
нихъ силъ. 

Вышеуказанныя частныя значешя вводятся на основанНи спе- 

щальныхь гипотезъ относительно строешя разсматриваемаго тЪла и 
представляютъ собой связь между силами и перемвщешями. Этимъ 

гипотезамъ подчиняются поверхноетныя напряжен!я; что же касается 

силъ, дъйствующихъ на единицу массы, то онЪ подчиняются общимь 

законамъ механики. 

Поэтому для идеальной жидкости, для которой имъють м5ето ра- 
венства (7) и 2—=6018., уравнешя (14) перепишутся въ такомъь видЪ: 

ди. : ди ‚ ди ти ди 1 бр 

рис ОВ ву 92 $ м’ 

9 бе „бе ‚би 1 др 
+" бе иг ду + за ЕТ Зи ** 5). «ВУ 

ди ди „ бш ‚ др 1 бр 

Г а де ка бу и: 0 Й 92 

Сюда должно быть присоединено услове сплошности (17, Ъ) въ 

видЪ: 

ди де ди 
ВЧ де >” Е А 

Четыре уравненя (18) и (17, Ъ) представляютъ систему совокуп- 
ныхъ лифференщальныхъ уравненй съ частными производными отно- 



сительно четырехъ неизвЪетныхъ функц и, с, №, р, зависящихъ оть 
перемЪиныхъ 2; у, г, Е. Для нахожденя этихъ функшй должны быть 

даны начальныя условя для момента &, и условя на границахъ. Под- 
робнЪе объ этомъ будетъ сказано дальше. 

Въ случаЪ сжимаемой жидкости, должна быть добавлена завиеи- 
мость 

ТЫ ее, 

Уравненя (18) называются дифферениальными уравнешями Эй- 
лера для бвиженя идеальной жидкости. Помощью ихъ опредЪляется 
состояне движущейся жидкости въ данной точкЪ пространства, отне- 
сенной къ какой-либо неподвижной системЪ координатъ. 

'Лагранжь написалъ ть же уравненя въ иномъ видЪ. Онъ задал- 

ся цлью прослЪдить за измфненями въ обстоятельетвахь движеня 

опредфленной частицы жидкости, т. е. если координаты начальнаго 
положешя частицы жидкости для момента &, будуть а, В, с, то иско- 
мыми функщями у него являлись коорлинаты х, у, 2 и давлене р 
для этой частицы въ какой-либо моментъ &, въ видЪ: 

Ж=р (6 а,6, с), И=р4,6,6), ==, 4,6, с), р=Ч(а,0, с). . (20) 

Выводомъ этихъ уравненй мы здЪеь не будемъ заниматься. 

Въ томъ случаю, когда обстоятельства одвиженя въ какой-либо 

неподвижной точкь пространства не зависятъ отъ времени— двизке- 
не называется установившимся. Аналитически это выразится такъ: 

ди 0е би бр 
= === =0.... х ‹ (21); 

я я 9 х № 

т.е. м, в, ш, р суть явныя функщи однЪхъ лишь координатъ. 

Въ противномъ случаЪ движене называется неустановившимея. 

9. Геометрическое мЪето точекъ въ жидкости, касательныя къ ко- 
торому по направлено совпадають со скоростями точекъ въ данный 
моменть на немъ лежащихъ, называется лишей тока. Система сово- 
купныхъ дифференщальныхь уравненй, опредЪляющихть ее, напишется 
такъ: 

Че _ ау _@ 

и Г 

Интегралы этой системы представятся въ видЪ 

Ч (т, у) 20=0С, Фь (т, у, 2 д = я ай 

Здьесь ё играеть роль параметра и входить лишь въ случа неустано- 
вившагося движеня; двф поверхности (23) дають искомую лин!о тока. 



= 48 — 

Произвольныя постоянныя С, и С, опредЪляются, задавая моменть 
времени и точку, черезъ которую должна проходить лин я тока, т. е. 
=, =о, У=Уо, 2=20- 

Если же мы хотимъ опредфлить траекторйо какой-либо частицы 
жидкости или такъ называемую линйо теченя, то придется интегри- 
ровать систему совокупныхъ дифференщальныхъ уравненй вида: 

о 2: МА 
Е = зоны я х (24). 

Интегралы этой системы имфють вид: 

(2, у, 2 =, ых, у, 2, = ат, у, 2, =. 

причемъ произвольныя постоянныя опредфляютея какъ и вь преды- 
лущемь случаЪ. 

Изъ уравненя (25) 2, у, = найдутся въ функши и произволь- 

ныхь постоянныхъ, т. е. уравнешя лини теченя находятся въ явной 
формЪ. 

Для нахождешя уравненй лини тока достаточно изъ (25) исклю- 
чить &. Роль параметра # въ (23) будеть играть одно изъ произволь- 

ныхьъ постоянныхъ въ (25). 

Ясно, что для установившагося движешя лини теченя и тока 
совпадаютъ. 

Въ томъ случаЪ, когда существуеть такая функщя 5(х, у, 2, И, 

отъ координать и времени, для которой имфють мфсто зависимости: 

ый = 2 = о ИЕ бу 5%, ре м ва а СОА 

говорятъ, что скорости точекъ жидкости имьнить потеншаль; дру- 
гими словамы имфетъ мЪето соотношене: 

Фр = нах -- сау | ша, 

для чего необходимо и достаточно, чтобы: 

де 96 ди ди 06 би < ==0, = =0, 2%, = — =0.. (27 
бу 05 т — 02 д “3 — дз ву = 

2, 

Вели послЪдняя зависимость не удовлетворяется, то потенщала 

скоростей не существуетъь; въ такомъ случаф двиокене называется 
витревымъ. 

10. Если въ пространствЪ, занятомъ движущейся жидкостью, 
взять безконечно-малый замкнутый контуръ (неподвижный относи- 
тельно осей координатъ) и черезъ всЪ его точки провести ливи тока, 
то получится такъ называемая трубка тока; если же провести лини 



1% — 

лечешя, то получится струя. Въ установившемся движени т% и дру- 
пя совпадаютъ. 

Двумя безконечно близкими сЪчешями, нормальными къ ли ямъ 

течешя, образующим струю (ихъ можно считать въ первомъ прибли- 

жеши въ каждой точкЪ имно параллельными), выдЪлимъ изъ нея 
безконечно малый объемъ; обозначая площаль сЪченя въ данной 

точкь черезъ Е (величина безконечно малая), скорость черезъ о, раз- 

стояне между взятыми сЪченями черезь 4$ и предполагая въ общемъ 

случаЪ сжимаемую жидкость, можемъ считать, что за безконечно малый 
промежутокъ времени 4 черезъ сЪчене Е протекла масса жидкости 

равная: 
Корае, 

а вытекла въ то же время черезъ другое сЪчене масса 

(2 р к) (ь |- р ) (++ а ) И 

Черезь боковую поверхность разсматриваемаго элементарнаго 
объема жидкость не протекает, такъ какъ эта поверхность все время 
состоить изъ лин теченя, которыхъ скорости точекъ жидкости 
касаются. 

Вычитая изъ предиосльдняго выраженя послфднее, и прене- 
брегая безконечно малыми выше второго порядка, найдемъ, посль 
упрощен: 

9 (Кор) 
в 48 4, . 

выражене, представляющее собой измьнене массы нашего безконечно 
малаго объема за время 4. Съ другой стороны оно равно: 

0 (Ев 9 (Е а) др или 2 (70) @ 9 аа; 

отсюда, сравнивая эти выражен!я, находимЪ: 

вое ава кН 4—0. 5... (16) 

или сокращая на 48 ЧЁ 

9 (Е) ‚ 91) 
г Е: и ога» мл. ПО 

Полученное услове представляеть собой услове сплошноети для 

сжимаемой жидкости, отнесенное къ элементу струи въ данной точкЪ 
пространства, въ противоположноеть условию (17) отнесенному къ точк\Ъ 
пространства, какъ геометрическому образу. 

Для несжимаемой жидкости, т. е. при 2 = сои, (11, а) можно 
сократить на р, получитея 

9Рг , 9(Е) _ 
ое Е: 90 



Для установившагося движеня, для котораго струи и трубки 
тока совпадаютъ Г 

9 (Е 

а потому: 
С 

глЪ С постоянная вдоль струи, мБняющая свое значене оть одной 
струи къ другой. 

„ЛЪвая часть послЬдняго равенства есть такъ называемый расходь 
въ единицахъ массы въ единицу времени черезъь сЪчен струи. 

Въ случаЪ р == с0п8Ё, т. е. жидкость неежимаема, имфемъ: 
с 

поте там а чз «М 

Мы видим’ вь установившемся движеши расходъ вдоль 
струи (или трубки тока) постояненъ, такъ что въ этомъ случаЪ струю 
можно разсматривать какъ трубку съ твердыми стЪнками. 

Услоше постоянетва расхода по струЪ приводить насъ къ заклю- 

ченйо, что струя нигдЪ внутри жидкости не можеть начинаться, ни 
кончаться; она можеть образовывать лишь замкнутые контуры или 
простираться изъ безконечноети въ безконечноеть. Все это вЪрно при 
наличноети уеловя сплошности течения; если же въ жидкости есть 

мЪета, черезъ которыя она притекаеть или утекаетъ, то предылупя 

положеня становятся неврными. 
11. Для уравненй (18) можеть быть найденъ одинъ интегралъ 

въ весьма общей формЪ. Предварительно едЪлаемъь для этого нЪко- 

торыя преобразовашя въ этихъ уравненяхъ. 
ЗамЪътимъ, что почти всегда, силы, дЪйствующия на единицу массы, 

имЪють потенщалъ, т. е. существуеть функщя С (оть координать 
т, у, = и времени #), для которой: 

ЕН 
ду 0 

кромЪ того, пользуясь (19), введлемъ такую функцию Р: 
Гар | В ИРИ 

Помня, что р функщя координать хх, у, 2 и времени #, имъемь: 

ЭР _ г бр бР_ 1 фр ФР _Т 
ор Ир) д’ ду Пр ди’ 02° Пр) 9: ** 

Поэтому уравненя (18) перепишучтся такъ: 

.. (28) 

р . (29) 

. (29, @) 

би би ‚ ди ‚ бы _9(6-В). 
др дз + би + = о, 

де бе Г: _ 9(0—Р) ь Е +“ дЕ + +" = би х я эды м (90) 

б№ 9 №. 4 _90-Р 
па Е °С Ре 
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Принимая во внимане обозначеня (27), получимъ: 

ое. ( и -- +: я +че и" = би + 2 (®.6— 046), 
9х га 9х | Г 

9(0— ди 0 ди к 
т - (" бу +е р + би) — г +2 (ви), .. (80 

9(0—Р) ди 0% ВЫ: М и - 
= — (" 9 +® Е + 5.) = +2 (916 — ®54); 

или, помня, что 
0 — м2 а - и, 

ГДЪ о скорость точки по величинф, можемъ написать: 

м о 
= (и Р- >) = я ЕН 2 (956 — 036), 

2 

я (#-2- >) = > 2 (щи — 0), .... (31, а) 

9 й 
= ( О—РЫ-— г 2 (6 — ©54). 

Возьмемъ какую либо линйо теченя и на ней точку; положене 

этой точки будемъ опредфлять длиной $ дуги линш теченйя отъ какой 
либо начальной точки до разсматриваемой въ данный моментъ. 

Скорость точки, по величинЪ, обозначена нами черезъ у, направ- 
ленше ея совпадаетъь съ направлешемъ касательной къ лини течея 
въ этой точкЪ, косинусы его съ осями координатъ будутъ: 

ах ау 4= 

в’ в’ @` 

Мы можемъ написать слфдующее равенство: 

ах _ ах @& _и 
8 @ 8 ь’ 

такь какъ о = 4 К ран 

СлЪфдовательно: 

ах и ув 42 _ в 
г 48 = ь 48, ат = 5 48, а = = 48. 

Помножимъ уравнешя (31, а) почленно на послёдня равенства, 
получимъ: 

9 5?) 1 бл 

(РЗ) вен уе 
9 3. 00 р == оао бу а +2 оаи — в, и) 4, 

9 5?\ 42 1 в 
9= (7 Р-Ь а 52% @-2 о (0—1) &. 



в 

Складывая эти уравненя, найдемъ: 

опыты 
интегрируя вдоль линм тока оть 0 до 8, имфемъ: 

я 
О: а 52 ] я рые -о -(@-2-3)...+ /* 48. .. (82) 

Эд 

Здьсь а, 0, с координаты начальной точки, такъ что справа ока- 
жется функщя одного лишь времени &. Для установившагося движе- 
щя эта функщя обратится въ постоянную величину, мВняющуюся оть 

одной линш теченя (совпадающей съ лишей тока) къ другой (ин- 

теграль, стояпий въ правой части, обращается въ нуль, такъ какъ 

05 р р > 
$ — 0). Этоть случай соотвфтетвуеть извфетной теоремь Бер- 

= 

нулли. 

Въ случаБ если скорости имБють потенщаль, пользуясь обозна- 
ченями (26) для перваго изъ уравненй (30), получимъ: 

о о 08. бе. 08 2: О). 
00% ? 

22 + (9) + (%) +(4) |-@-в] = 
Такъ какъ въ данномъ случав 

„(++ 
то можно написать: 

0х дл" ду дтду ' 02 де 0= 0х 

или: 

9 (9% НЕЕ т ги ы(> + и О+Р) =0, 

9 (9 1 ь.. (9 + и -О+Р) ь 

Отсюда заключаемъ, что выражешя въ скобкахъ могуть быть 
функшями одного лишь времени. Слфдовательно: 

1 ви-О+ РЕФ 9%. 



г. ВА 

Правая часть можеть быть принята за произвольную функцию 

Ф.О, слфдовательно 

9. + Р=Ф( еее 
2 

Въ случаЪ установившагося движеня эта произвольная функщя 
обратится въ произвольную постоянную: 

‚1 

2 —О-+Р=С`..... № 689) 

Эта постоянная сохраняеть свое значеше для всей области жид- 
кости, движущейся съ потеншаломъ скоростей; чЪмь этоть случай и 
отличается отъ движешя вихревого, гдЪ на основан! и (32) постоянная 
м\фняется оть одной лини тока къ другой. 

Уравнен!е (33) носить назване интеграла Коши. ЛЪвая часть 

уравненй (32), (33) и (34) есть, какъ легко замфтить, полная энермя 
на единицу массы частицы жидкости въ данной точкЪ, въ данный 
моменть; поэтому мы можемъ ихъ считать интегралами живыхь силъ 
для движешя жидкости, сжимаемой, но не вязкой. Въ случаЪ несжи- 
маемой и идеальной жидкости, р = 078, поэтому, на основани (29); 

7 Ё Е Е ем 6 ( 

на основани чего предыдущие интегралы значительно упрощаются. 

12. Уравненя (17), (18) и (19), въ связи съ услошями на грани- 
цахъ и начальными услошями, являются, какъ это раныме было ука- 
зано, достаточными для опредъленя пяти величин: 

и ри 2 

По существу вопроса функщи эти должны быть однозначными. 
Функщи и, г, № вообще говоря непрерывны, хотя могуть существо- 
вать поверхности на которыхъ они претерифваютъ разрывъ; такъ на- 
примфръ на поверхностяхь разлЪла двухъ жидкостей, или въ 
етруяхъ. 

Давлене р для жидкостей необходимо величина конечная, не- 

прерывная и положительная (пренебрегая ецфиленемъ); въ тёхъ елу- 

чаяхъ, гдъ р становится отрицательнымь, жидкость претериьваеть 
разрывъ, или образуется поверхность раздЪла на которой характеръ 
движеня совершенно измфняется. 

Плотность р всюду конечна и’ положительна, но не должна быть 
обязательно непрерывной. 

Скажемъ теперь объ услошяхъ на границахъ, необходимыхъ для 
окончательнаго опредъленя искомыхъ пяти величинъ. 

Движущаяея жидкость можеть быть ограничена со веъхъ сто- 

ронъ, или можеть проетираться въ безконечность по нЪкоторымъ на- 
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правлешямъ или, наконець, по везмъ направлещямьъ. Въ тЬхь мЪ- 

стахъ, гдЪ жидкость ограничена, задается или видъ самой поверхно- 
сти или величина внЪшняго давленя на нее. Тф части пограничной 

поверхности, видъ которыхъ задается для ка аго момента движеня, 

называются стфнками; онЪ могуть, напримфръ, образовываться по- 
верхностями тЪль, движущихся или покоющихся въ жидкости. Дан- 
лене на стЪнки, для каждой точки ихъ, въ любой моментъ, становится 

извъетнымь послЪ окончательнаго рЬшешя вопроса о движени раз- 
сматриваемой жидкости. Тф части поверхности на которыхъ задается 
величина внЪшняго давленя, называются свободными поверхностями 
жидкости; опредфлене вида ихъ является, иногда, рышенемь поста- 
вленной задачи. 

Во все время движены, въ силу условя неразрывноети, жид- 

кость не должна отдфляться оть стЪнокъ, другими словами нормаль- 
ныя составляюния скорости какой либо точки стЪнки и точки жид- 
кости, съ ней совпадающей, должны быть равны; въ противномъ слу- 

чаЪ имъло бы место протекаше жидкости черезь стфнки, что проти- 
ворЪчить условию налагаемому на нихъ. 

Если уравнене стфики (подвижной, въ самомъ общемь случа) 
будеты 

То Ея де. 

и составляющя скороети по нормали къ ней въ какой либо точкЪ 

(съ координатами х, у, 2) на ней у, то черезъ безконечно малый про- 
межутокъ времени 8, координаты этой точки будуть: 

х + Я, у-утЯ, ет 

гдЪ [, т, п ковинусы нормали къ поверхности (36) въ разематривае- 
мой точкЪ въ данный моменть #. 

По условйо точка должна остаться на поверхности, т, е. 

ТЕ +, ут, э+уй, 1+8 =0. 

Или, разлагая въ рядъ и принимая во внимаше (36): 

07 ИВ 07 г 
У нни +в“ \-+ = 9: / 

Но 
14% 159 

РДЪ 

поэтому 

== 
В 

РОЛИ тете 8 14 
% 
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Таково выражеше для нормальной составляющей скорости какой- 
либо точки подвижной стЪнки. 

Съ другой стороны, на основаши предыдущихь разсужденй, 

должно быть: 
Уу= ш- те - пи, 

т. е. у должно быть равно проэкщи скорости точки жидкости, имЪю- 
шей тв же начальныя координаты, на ту же нормаль. Сравнивая съ 
(37), и подставляя вмЪето 1, т, п ихъ значеня, найдемъ: 

я и ЕЕ + --ш=0... 
а бу" д= 

..*. 88} 

Это и есть дополнительное услове для отысканя величинъ 
и, в, юри. 

Еели въ жидкости существуеть поверхность на которой скорости 
мЪняются скачкомъ, то какъ съ одной такъ и съ другой стороны ея 
должно выполняться услове (38). 

Если составляюния скорости точекъ жидкости, по другую сто- 
рону поверхности раздЪла, обозначимъ черезъ м, ©, №, то должно 
удовлетворяться услове: 

ИР. В. о 
Г я д и, + бу &-+ д= №; =0, 

или, вычитая это уравнеше изъ (38): 

Я в И (и—и,) 9х = —%) бу + (и —к) в =. . (39) 

Въ случаЪ неподвижной стЪики :й —0, и (38) принимаеть видъь 

97 р д и + ду + бе =, еее а ОВ 

другими словами скорости точки жидкости все время касаются не- 
подвижной стЪнки, т. е. стЪнка состоитъ изъ лин течения. 

Поэтому, въ случа если неподвижная стФнка есть замкнутая 
поверхность, внутри`которой движется жидкость, то ея касаются все 
время олнЪ и ть же частицы жидкости. 

Можно показать, что стфнки въ движущейся жидкости находятся 
всегда въ соприкосновени съ однфми и тЪми же частицами жид- 
кости. 

Пусть мы имфемъ жидкость въ движении въ ней подвижную 
ствику (36). Въ такомъ случаЪ имфеть мЪфето услове (38): 

9 Мы, М 
ОЕ дт ду 92 

Считая движене жидкости извъетнымъ, можно сказать, что функщя 
Г есть интеграль линейнаго дифференщальнаго уравнен!я съ част- 

ю=0..... (38) 
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ными производными перваго порядка. Какъ извЪетно, для интегриро- 
ваня этого уравнешя составляется вспомогательная система совокуп- 
ныхъ уравненй вида: 

а о. 
и г с 

Полная система интеграловъ ея можетъ быть написана въ видЪ: 

3 ==, (4,6,с,0), У=фь (а, 6,с,1), 2=ь (а,6,с, 1)... . (40) 

гдъ а, в, с координаты начальнаго положешя частицы жидкости; сами 

же интегралы представляють линйо течешя, проходящую черезъ это 
начальное положен. 

Для получешя интеграла уравнешя (38, “) нужно изъ уравненй 
(40) опредфлить и, Вис и взять произвольную зависимость между 

пими: 
Ч (а, 6, е) = 0. 

Съ другой стороны, на основаши (38), / (5, у, =, №) ==0 есть обийй 

интегралъ этого уравнешя, слЪдовательно: 

Т(т, у, =, =, (а, Ъ, с) =0, 

гдф 4, нЪкоторая функщя; а, 6, е суть функши сх, у, =, . ЗдЪеь 

1, у, = на основан (40) представляютъ координаты точекъ лини те- 
чешя въ любой моментъ времени, проходящей въ начальный моментъ 
черезъ точку съ координатами а, В, с. 

Отсюда мы видимъ, что вся поверхность 

Тр, у. 2, =0 

образована лиШями теченя, проходящими въ начальный моменть че- 
резь точки лежаня на этой поверхности, т. е. наша подвижная стЪн- 
ка все время находится въ соприкосновеши съ однёми и тьми-же 
чистицами жидкости. 

Глава Ш. 

Кинематика жидкаго тфла, 

14. Подъ дфйстшемъ силъ частицы жидкости деформируются; 

изучешемъ этихъ деформацй мы и займемся въ настоящей главЪ. 

Для этого возьмемъ въ жидкости элементарный шарикъ, безко- 
нечно малаго радуса х и отнесемъ его къ новой координатной си- 
стемь Х’, У’, Й’, оси которой параллельны нашимъ неподвижных 
осямъ, а начало совпадаетъ вее время съ центромъь шарика. 



Координаты точекъ шарика, отнесенныхъ къ новой системЪ, обо- 

значимъ черезь № т, $ (величины безконечно малыя); координаты 

центра шарика въ какой либо моменть, по отношенйю къ неподвижной 

системЪ, пусть будуть х, у, 2; составляюцщя сторости его по осямъ 

для того же момента и, с, ш. Въ такомъ случаЪ составляюния скоро- 

сти какой либо точки шарика, по осямъ неподвижныхь координать 

будуть: 

би ди ‚би 
и Чи=и-+ 1 д; +1 27 а, 

„ 60 96 - № 
ее =е- де +1 ду нь . (И) 

ди и ди 
ш+ав=иш- эт 1 бу д. 

Отсюда видимь, что веЪ точки шарика имфютъ одну, общую съ 

центромъ его, скорость, составляюцщия по неподвижнымь осямъ кото- 
рой въ данный моментъ равны и, с, №; другими словами весь шарикъ 
перемБщается поступательно какъ твердое тфло. Къ этому общему 
поступательному движенйо присоединяются относительныя перемфще- 
ны точекь шарика. 

Составляюцщия относительной скорости какой-либо точки шарика, 
съ координатами $, т, <, по отношенйо къ разсматриваемой относитель- 

ной системы координатъ, будуть на основан!и (41): 

би ди би 
ди = -— 1 1— 5 

де ы у + 0 

96 бе 
46 = т аа сне т би 1 95 . › (42) 

Па ди „ 0 

Е” ду "`` 4 

ля изслЪдованя дальницих 
къ нему законъ моментовъ количествъ 
сительныхъ осей координатъ. 

Моменть количества лвижешя вокругь оси нараллельной оси Х 
будеть: 

8 ( ди 9# |. ».) - : 9% , 9% 

М, ео Г ` № т а Иа 1 

. ы 
+5 ) [4% А ВИ 

движенй шарика примънимъ 

вижешя вокругь трехь отно- 

гдЪ 4 элементь объема нашего лиарика. 
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Здфеь интегрироваше распространяется по всему объему шарика, 

. 9 де 
причемъь функщи ое’ де’ ИТ. Л. представляють поетоянныя вели- 

чины для всей области интегрирован!я, —величины, которыя они при- 

нимаютъ при подетановкЪ въ нихъ абсолютныхь координатъ центра 

шарика въ данный моментъ. 

Поэтому тройной интегралъ (43), какъ легко видЪть, сведется 
къ такому: 

0ш ы 96 РУ | 

я 
причемъ остальные интегралы исчезнуть въ виду того, что для каж- 

дой точки шарика съ координатами 1, $ есть точка съ координа- 

тами—1, —1. — $ поэтому для интеграловъ, подобныхЪъ приведенному, 

можемъ написать: 

„бе. бе И 2 
Й И 11 д Чо = р дх | 1: 4% = 0. 

Замьтимьъ теперь, что ввиду полной симметри шарика по отно- 
шенйо къ координатнымь осямъ, имемъ: 

ое о 
гдЪ Т моменть инерщи шарика относительно оси параллельной оси 

Х, выражаюцийся такъ: 

те [([ (+2) 4%. 

Слфдовательно имЪемъ: 

1 де, М и бк) 5= + < = зонный 

М. =р 

Съ другой стороны, моментъ количества движеншя равенъ моменту 
инерщи на угловую скорость относительно разематриваемой оси, т. е. 

М. Г. То, ; 

если черезь ®,, 9», ®з обозначимъ мгновенныя угловыя скорости вра- 

щеня шарика вокругъ относительныхъ осей Х’, У', #'. 

Сравнивая съ (44), находимъ: 

а 1 ( бб =) 

ов 9= /* 

На основан полученныхь результатовъ мы можемъ сказать, что 

кромЪ поступательнаго движеня шарикъ, въ каждый моменть времени, 
иметь и вращальное движене, которое онъ совершаеть подобно твер- 
дому тБлу вокругъ мгновенныхъ осей, проходящихъ черезъ его центръ. 
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Составляюиия угловой скорости этого вращеня по осямъ коор- 

динатъ будуть: . 
в — ту (3 ) 

5 ( ду де > 

ту ди ди (9-5). ---::::.. 8) 

ищем т 
Обращаясь къ сказанному относительно формулъ (26), приходимь 

къ слЪдующему существенно важному выводу: если жидкость дви- 

оюется съ потеншаломь скоростей то частицы ея не могуть имъть 
вращательнаго движеня, и наобороть наличность вращательнаго 

Овпженя исключаеть возможность движеня съ потенцаломъ ско- 
ростей. 

16. Если точка съ координатомъ $, 1, $ имЪеть относительно осей 
три мгновенныхъ угловыхъ скорости ®;, о, ®у, то, какъ извЪфетно изъ 
механики, проэкщи вектора вращательной скорости ея на тЪ же оси 
координать булуть: 

Чт, = 055 — вт, 
БЕ — бл о ное 50088 

оп — 05. 
Если изъ скоростей (42) вычесть послЪдня выраженя, то въ 

результатЪ получимъ составляюцйя относительной скорости точекъ 
шарика, обуславливающя деформацию его. ь 

Принимая во внимаше (45), получимъ для этихъ составляющихъ 
слъдующия выражентя: 

48; = 

< клака м оО 

‚ зу = раз -- ри 65= р 

ГДЪ 

(и Ее се зриб Е раз Зри ),. 23. . (48) 
т. в, точки разсматриваемаго шарика имфютъ движене съ потенце- 
аломъ скоростей по отношению къ осямъ, которымъ сообщено, общее 

для всъхъ точекъ, поступательное и вращательное движения. 
Причемъ для уравненй (47) приняты слЪдуюнция обозначен: 

ди 9% би 
в=-— = —— е=— 

РЁ ^ ду * 5 

—_1/ 96 _ ив ди —_ аби ди 

п (ду +»). = (ж+ж). (+ +) 69 
Эти шесть величинъ называются схоростя.ми деформац и по осям. 
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17. Обратимся теперь къ нашему шарику. Для него имЪемъ: 

Эт з, 

или, дифференцируя: 

ы с? .& Е а 28 Е. 

Обозначая косинусы угловъ радуса г съ осями черезъ /, т, п, 

имемъ: 

26 ВИ . ы о ПЕ, зоо но (60) 

поэтому: 

1 4 в 1% ы 1 му 1 4 

г = г Шт}т Шт" м 

Замфтимь теперь, что’ <, то ть скорости точекъ шарика 

0 осямъ координатъ, т. е. на основами (47) они равны соотв%тетвен- 
но 48, 48», 48. Подставляя поэтому эти значеня въ предылуния урав- 
неня, найдемъ: 

1 И. ди ПЕ ата - рр) + (р и+ 5) + и (рт), 

или, раскрывая скобки и пользуясь (50): 

1 4 
== т? 

г Ш 

'ЛЪвая часть послфдняго равенства представляеть, какъ извзетно, 

2 2рити -- Зрыт + Зрыт . .. (51) 

: й аг 
«скорость относителинаго удлиненя радуси сферы (^„_ относитель- 

ное удлинене). Мы видимь, что эта скорость зависить лишь оть 
первоначальнаго направленя рал Обозначимь ее черезъ 2 и по- 
множимъ обЪ части послфдняго равенства на 712, гдЪ г, ращусъ век- 

торъ того же направлен что их, а т, и Координаты его конца, 
слфдовательно: 

в 1 5 1=—^,т= И, п= м. 
ил ” ", 

Вь такомъь случаЪ получимъ: 

= а + а сара Е Зри | рат. 
Приравнивая обф части нЪкоторой ностоянной №, имфемъ: 

ИЕ 

аз иа-- еи2-- зриыб, -- ар Е 2рут = -.. - (52) 
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Полученная поверхность второго порядка называется повержно- 
стью удлиненя и есть одна изъ поверхностей равнаго потеншала 

скоростей удлиненя. Для нея, какъ мы видимъ, скорости удлиненя 
радусовъ векторовь шарика обратно пропорщональны ихъ квадра- 

тамъ. Постоянная К можеть принимать значеня большия, меньшя или 
равныя нулю. 

Еели равенства (47) почленно умножимъ на 4, то слЪва окажутся 

деформащи за этоть промежутокъ времени, равныя какъ мы выше 
указали 41, Ч, 45; слЪдовательно: 

ЗЕ аби -- (рь40, 

= (раб: -- 4 ал (а, 03) 

4$ = (раб (лак | (с 40$. 

18. Для уяснешя смысла коэффищентовь а, 6, с, р, ры В во- 
шедших въ послфдийя уравнены и въ уравнении (51), найдемъ сперва 
скорости удлиненя ралгусовъ векторовъ совпадающих съ относитель- 
ными координатными осями. Для этого нужно послфдовательно поло- 

жить: {=1, #=п=0; {=п=0, в=1; =т=0, п=1. Получимъ, 

что скорости удлинешя будуть соотвЪтетвенно а, 6, с. Еели принять 

во внимане однЪ лишь эти деформащи, то параллелопипедъ съ реб- 
рами, параллельными осямъ координатъ, деформируется въ паралле- 
лопицедъь съ измфненными по величинЪ, но не по направлению реб- 
рами. Это вытекаеть изъ уравнешй (53), если въ нихъ положить 

Ра = В» = р ==0. 

Ч: — (а 

Ребра деформированнаго па} эпипела будуть: 

(1 -- @48, (Ей), 1-5 саб. 

Объемъ первоначальнаго пара лопипеда 

пред аа а -- ед; 

или, произведя дЪй 
вертаго порядка: 

мя и пренебре энечно-малыми выше чет- 

п (6-е) ай. 

Отсюда, коэбфишенть кубическаго расширеня, отнесенный къ 

единиць времени, (или скорость кубическаго расширеная), имуюний 
видЪ: 

тут 

бул 

ки аа 



Вели возьмемъ радусъ векторъ /’, направленный по биссектрисЪ 

осей 2 и И (черт. 3), для которой = т = ий =о0, то изъ (51) по- 
и2 

лучимъ: 

1 а 
д ш 

т. е. р, есть скорость удлинешя радуса вектора, направленнаго по 

этой биссектриеЪ. Аналогичныя значеня найдемъ для р: и 1». 

Можно дать и другое толковане этимъ величинамъ. 

Пренебрегая вефми леформащями, кромб зависящей огь р», по- 
лучимъ изъ (53): 

Ч: (рат, Ча = (ры 3. 

Раземотримь ось 2, для которой у =0. Получимь: 

= а=ом: нара 

Такимъь же образомь для оси 1, 
для которой &=0, найдемъ: 

Е 
284 = —. Ра т 

Обращаясь къ чертежу, видимъ, что 

24 сеть тангенеъ угла 40, поворота 

Черт. 3. осей и И поел деформащи. Такъ какъ 
этоть уголь безконечно малъ, то можемъ написать: 

6, 
рзАЁ == 48., или & = 

т. е. р» есть скорость поворота осей 2 и Н вокругь оси 1. 

Мы вилимъ, что прямой у деформируется въ — 200, и э 

ятрямоугольникъ, съ площадью 
площадь котораго: 

„ обращается въ параллелограммъ, 

28 ( т Е. 
д. ЗИ — 246. ) или `` 608 240,= 

608140 5 -. 0820. > 
З.п (1— 946), 

что, вь виду малости 4; обрашается въ 1.1, Т. е. разематриваемая 
деформащя не влыеть на величину площади. 

Если бы вмЪето прямоугольника мы взяли параллелопипедь съ 

высотию $ (по оси 2), имБюций въ основан разсматриваемый прямо- 
угольникъ, то убфдились бы, что объемь его не измЪнился, т. е. раз- 
сматриваемая деформащя не вляетъ на измфнене элементарнаго объ- 
ема. ТЬ же разеужденя примбнимы къ величинамъ р, и р.. 
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Такимъ образом значеше шести вышеуказанныхь коэффищен- 
товъ вполнЪ выяснено. Мы видимъ, что три взаимно-перпендикуляр- 
ныхь радтуса вектора послф деформащй удлиняются и углы между 
ними перекашиваются. 

Спрашивается, имЪются ли три такихъ взаимно-периендикуляр- 

ныхъ направленя, для которыхъ существуеть одна лишь деформащя 
удлиненя, углы же между ними остаются неизм6нно прямыми. Легко 
показать, что таюя направленя существують. 

Для этого замфтимъ, что скорости удлиненя радусовъ векто- 
ровъ, концы которыхъь расположены на поверхности удлиненй, на- 
правлены по нормали къ этой поверхности; это вытекаеть изъ свойствъ 
движеня съ потенщаломъ скоростей. Тамъ гдЪ нормаль къ поверхно- 
сти совпадаеть съ направлешемъ ражуса вектора изъ начала, имють 
мЪсто, очевидно, однф лишь удлинен!я; скорости перекашиваня обра- 
щаются въ нуль. Для поверхностей второго порядка существуеть три 
вааимно-перпендикулярныхь направленя, обладающихъ этимъ евой- 
ствомъ (главныя оси). 

Поэтому для частицы въ данной точкЪ существуеть три взаи.м- 
но ортогональныть направленя (оси), называемыжь главными, по ко- 

рымоь деформации сводятся къ однимъ лить удлиненямъ. 
Для отыскашя этихъ направлешй нужно найти главныя оси для 

поверхности (52). 

Принявъ эти направлен за новыя оси, перепишемъ уравнены 
(53) въ такомъ вил: 

4 = АаЁЗ, 

= Вт, (еее (088) 

5 = сах. 

ЗдЪъеь 

Яо 9и * „_ 9 =. м 
А = би =, В= бу ЕР, С= 8 =И”., .. - (685) 

тдь (, Г, И’ проложеше скорости точки на главныя направлешя. 
жду 0, Г, И’ и прежними и, с, 6 существують такя соотношеня: 

От. РИ’, 

Ш б-ту Ули, 685) 

ю= О+т, Г--п, И; 

1, т, п суть косинусы какой либо изь прежнихъ осей (обозначенной 

индексомъ) съ главными направленями. 

Обратимь внимане еще на одно свойство деформашй. На оено- 
вани (54) мы видимъ, что деформащи являются ничфмъ инымъ, какъ 

линейнымъ преобразоващемъ оть одной системы координатъ къ дру- 



О = 

гой. При такихъ преобразованяхъ плоскость остается плоскостью, дв’ 
параллельныхь плоскости остаются параллельными, прямая деформи- 
руется въ прямую. Такая деформащя называется однородной. 

19. Вернемся теперь къ выражешямъ (53). Мы видимъ, что коор- 
динаты какой либо точки &, т, 5 обратятся въ &, 1, 5, причемъ: 

& =Е4 =, = 

или на основанти (53): 

У (1 — 44) — р @Ь— рб 4, 

ПЕ р + (1-5 —304 ...... (55) 
Ш р Ч — и р, Ч (1 с. 

Посмотримъ какъ расположатся точки нашей безконечно малой 
сферы радуса и послЪ деформащи. Для этого возвысимъ въ квадрать 
равенства (55) и сложимъ ихъ почленно. Замфчая, что 

пренебрегая въ правой части безконечно малыми выше третьяго по- 
рядка, найдемъ: 

= 82 (1 — 2-1? (1 — 258) $2 (1 — 644) — 4р, 4 т, — Зрь@, 3 

— Ари еее на + (06) 

Мы видимъ, что сфера деформировалась въ поверхность второго 
порядка, которая должна быть эллипсоидомъ. Это вытекаетъ изъ того, 
что наши деформащи предполагаются безконечно-малыми; поэтому 
сфера должна деформироваться въ замкнутую поверхность второго 
порядка, которая въ общемъ случаЪ есть эллипсоидъ, называемый 
эллипсоидомъ деформаций. 

Уравнене эллипсоида деформации, отнесенное къ главнымъ осямъ 
будетъ: 

52(1 — 2А@®) 12 (1 — 28а) -- $2(1—2 Са) 

На основав! и сказаннаго относительно скорости кубическаго рас- 
ниренйя (54), можемъ написать: 

9—4-- В @==е-ь- а 

или, на основани обозначен (49): 

О 

Для несжимаемой жидкости послфднее выражеше должно обра- 
титься въ нуль, такъ какъ для нея 0—0. Это было показано раныше, 
исходя изъ соображенй о еплошноети движеня. 
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Глава ШУ. 

Вихревое движен!е, 

20. Въ настоящей главЪ мы подробнфе остановимся ва случаь 
движешя безь потенщала скоростей, т. е. на вихревомъ движени. В» 

этомъ случаЪ, какъ видно изъ выраженй (45) и (27), величины о, 

®., и, предетавляюния собой проэкщи на оси координатъ вектора 

угловой скорости или вихря частицъ жидкости, отличны оть нуля; 
другими словами частицы жидкости имфютъ вращательное движеше 
вокругь осей, проходящихъ черезъ ихъ центры. 

Составляюния вихря ® по осямъ координать имЪютъ видъ: 

т / де 

2\ би — 8) 

тудби ди = (=- ть 

1/08 и 

=> (> 5. 9). 

Дифференцируя, найдемъ: 

ды | 00. | 0%, "бу + & а ана о 

Обратимся теперь къ уравненямъ (31,4). Они имфютъ слвдую- 
ЩИ видь: 

. (58) 

(23 р ")- ра 2 (05 — 36), 

ви (2+ - =) + г Е (ви — 0,0), ... . (31,4) 

Е 9%, . Зе 
9 (2 -- 5 и )+ @ 2(816 — вм). 

Продифференцируемъ первое уравнене по //, второе по ли вычтемь 
первый результать изъ второго, получимъ: 

9х Эх _й (5. ве 9% ‚ би 4 2 (= а 6 в Е 
бу бу 0] бу 0 

—2 (2 — + и 5) +еь (5% — _. 
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Изъ условя сплошности для жидкости (17,4), имфемъ: 

ди 95 _ 1 4 _ 9. 

22" бу р Ш 0 ` 

кромЪ того изъ (58} слфдуеть: 

бе, 0%, _ _ 0%. 
де т 8 —_ дг ' 

поэтому послЪднее уравнене перепишется такъ: 

1 (9х 4 ба, 09 _ бол бо, , 6) 4 

2 5, ы =) Й и де г би бт 2 Ш = 

бо _ о ф 0 | бы Ч 
0: р жом" 

бы 2 в 46 в 4 
д м К о Ш р а 

и 

получимъ окончательно: 

3 
8 Й о 00 ‚о бе | де 1 (>. 9х 

И р Гр ди "в + ==: 

Поступая подобнымь образомь съ уравненями (31,4) можно по- 

лучить еще два аналогичныхь уравненя. Поэтому имфемь: 

д 
р Ш ди | в би | ди ‚1 |0 ву 

# ? р Гр №" =! бу 0: } 

а 
ба 9. ибо 1 ПРО 
@ С д Но би + ® & +5 02 #2 о 

1% 
С Й о де „ ди © де (> 9х 

@ 2 бе 2 ди р Г А = 3). 



т а 

Еели силы на единицу массы имфють потеншалъ, то выражешя 

въ скобкахъ въ правыхъ частяхъ уравненй обращаются въ нули, т. е. 

а“ 
ро ди, вби | в ди 

& р Жо род’ р 4* 

а 2 ` 

РА (0 
Ил 2 ‘Гр ду рас 

а г. 

р Що 0, ще, в де 

о рр ду 2 02° 

Для несжимаемой жидкости, для которой р = Сонзё., эти уравие- 

ня перепишутся такъ: 

Чо, в ди. На ди 

@ "др бу тд, 

: 9% 
во тете = (695) 

45 м де, ы 96 | ди 

@ ЕО ТОВ 

: ©, . 9% ь 
Полныя производныя по времени оть Ито стоящие въ 

лЪвыхЪ частяхь уравненй (59, а), представляють собой измфненя 

вихревыхьъ составляющихъ, дфленныхъ на плотность въ данной точк\, 
отнесенныхъ не къ точкф пространства, а къ элементу жидкости, ие- 
ремыцающемуся со временемъ. Поэтому, если для какого-либо момента 
времени, для какой-либо частицы” жидкости 

© = 9. = 6; =0, 

то для нея и 

и | Г. а ва в и 

и & @ — 

Т, е. если въ жидкости силы на единицу массы имъють потенщаль 
то частицы ся двигавийяся съ потенщалом»ь скоростей, будуть во 

все время движешя обладать потеншаломъ скоростей, а частицы, 

пришедийя разъ во вращене, останутся во все время деиженя вра- 
цеющимися. 
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Это положеше, называемое закономъ сограненёя вихрей, прина- 

длежить Гельмгольцу, впервые установившему понят о вихрЪ и дав- 
шему основныя теоремы вихревого движешя. 

21. Для дальнЪйшаго введемъ понят о вихревой лини и вихревой 

трубкъ. 

Лин, проведенная для даннаго момента времени въ жидкости 
такъ, что касательная въ каждой точкЪ ея совпадаеть съ вектором 
мгновенной скорости вращеня частицы жидкости, совпадающей съ 
этой точкой, называется вихревой линёей. 

Если черезъ точки безконечно малаго замкнутаго контура, по- 
строеннаго для даннаго момента времени въ жидкости, провести 
вихревыя лини, то въ жидкости выдЪлится инеревая трубка. 

Черезь каждую точку жидкости можеть быть въ любой моменть 
проведена вихревая лин; при установившемся движены эта лин 
расположена неизмфнно въ пространствЪ, при неустановившемея— она 
деформируется. Тоже относится и къ вихревымъ трубкамъ. 

Система дифференщальныхь уравнешй, опредъляющихъ вихре- 
вую линю будетъ: 

4х _ 
в; бр есоед ВОЙ 

22. Докажемъ теперь три иебремы Гельмгольна для неежимаемой 
жидкости. 

Возьмемъ въ жидкости дв безконечно близкихь точки Аи В, 

координаты которыхъ въ моменть времени # суть г, уз и х-- ах, 

у-- ау, г-- а. 
Примемъ точку А за центрь, содержащаге ее, безконечно-малаго 

объема. Пусть точка В въ моментъ # лежить на оси вращеня этого 
объема. Слфдовательно, разетояне 4 между этими точками есть эле- 

ментъ вихревой линш, проходящей въ момент { черезъ точки 4 и В. 

Для этой вихревой лини имфемъ: 

Че _ 
ен х (60,4) 

© 

Для момента #-- 4 координаты точекъ Аи В пусть будуть т”, у', 

"иж ах’, у Рау, =+ 4”. Найдемъ: 

д’ = ж- ина, у = у-- 04, г“ ==- шав 

откуда: 

Фе (ие + и аа) 

И И м (и ау-|- РИ 

аг’— 42 Е (5+ 44 р р аз) а. 



Замъняя въ послЪднихъ трехъ уравненяхъ 4х, 4у, 42 ихъ вели- 
чинами изъ (60, и), найдемъ: 

@8 | ‚ (би би ‚ би 

51” +(5 ФЕ и Г д “) 4}, 

и. -- г =.) (С у 

И. 1 С Ги ‚ бш ‚ 6 | 
ИВ = [= (= & би “5. ®,) 4, 

или, на основани уравненй (59, 5): 

а _ _ 4 42 (о р 

© Е 49 6. 14, о, © 

Но ах’, ау’, 4>' суть проекщи на оси координать разетояня 48’ 
точекъ А и В въ ихъ новомъ положени, съ другой стороны ®, + 4%, 

©, -|- @®., о, о. суть проекщи на тТЪ же оси угловой скорости 
и, =®-- 4% частицы А въ ея новомъ положен; отсюда заключаемъ, 

что если двЪ безконечно близыя точки жидкости въ какой-либо мо- 
ментъ времени лежали на вихревой лини, то въ слБдующий моменть, 

а слЪдовательно и вообще всегда, онф будуть лежать на одной и той 
жа вихревой линйт. Такъ какъ это вЪрно для произвольно взятыхъ 
точекъ, то отсюда и вытекаеть первая теорема Гельмгольца: 

Частицы жидкости, лежация въ какой-либо моменть времени 

на одной и той же витривой лини, двигаются, оставаясь на одной 

вихревой лини. Понимать это надо таку, что частицы, двигаясь, пере- 
ходять одновременно съ одной вихревой лини на другую (предетав- 
ляемую интегралами уравненй (59) ). 

На основани (60) и (59, 4) можем написать 

45 _ 4 
ети анкет в 08] 

т.е. разстояне м 
вой лиши измфня 

вращения. 

23. Возьмемь теперь вихревую трубку въ полож 
мента [, и разобьемль на элементы нор: 

Элементы трубки бу 

у лвумя безконечно близкими точками на вихре- 

я обратно-пропорщюнально угловымъ скоростямъ 

эии ея для мо- 

тъными сЪченями. 
МЪнятЬ со временемъ свое положен и 

форму, но такъ как к ый элементь состоить изъ однихь и тЬхъ 
же точекъ жидкости, то объемы ихъ мЪняться не будутъ. 

Обозначимъ черезь Ри 4 площадь поперечнаго сЪчешя трубки 
и длину элемента ея оси (оеь-—ередняя вихревая лин трубки). 0бъ- 

емъ элемента трубки выразится произведешемь Раз. Такъ какъ объ- 
емъ этоть со временемъ не мфняется, то 

Газ = С,, 

гдЪ (С, поетоянная для разематриваемаго съчешя трубки. 
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На основанйи (61) послфдиее уравнеше можеть быть такъ пере- 
писано: 

ия ЕТ 

т. ©. произведене площади поперечнаго съчовя трубки, (проходящей 

черезь ть же частицы) на угловую скорость со временемъ не мт- 

няется. 

Это вторая теорема Гель мгольца. 

24. Возьмемъ уравнеше (58): 

09, бо, ‚ 0%, _ о 
де бу т вЫ Бом в 9108 

Помножимь это уравнене на элементъ объема 42 ду 42, и про- 
интегрировавъ полученный результать, для опредфленнаго момента 
времени, по какому либо объему, получимъ: 

6 я 2% 
у 82 агааг = 0. 

Разбивь на три интеграла и произведя одно интегрирован, 
найдемъ: 

Й И ( ‚уаз -- ъ@газ + оз йеау) =; 

но 

ау4: = а5.с8 (п, г), 4кАг = а5.с8 (п, /), ажау = 45.8 (п, 2), 

ГдЪ 45 элементь поверхности, ограничивающей объемъ, по которому 
производится интеграця; и—внЪышняя нормаль къ ней; поэтому: 

ГГ 9 ся (п, 2) | ся (п, у) ©, 68 (п, 2) | 45 =0. 

Г Дос (0, п) 45=0. 

ПримБнимъ это уравнеше къ части силовой трубки, заключаю- 
щейся между двумя произвольными нормальными с5чешями. Площадь 

перваго сфченя, гдЪ вихревыя лини входятъ въ трубку, обозначим 

черезь Е; площадь второго сЪчешя, гдЪ онф выступають изъ нея, 
назовемъ черезъ Е.. Для всЪхъ точекъ боковой поверхности с (,7) = 0. 

или 

Для перваго съчешя 45 =), ся(®,п) = — 1; для второго 45 = К» 

8 (©, п) = 1. Слфдовательно: 

Е. в — Е, ® = 0. 
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Отеюда вытекаетъ, что въ каждый данный моментъ произведе- 

не площади поперечнаго съчея нити на скорость вращеня вдоль 

всей нити одно и тоже. 
Это третья теорема Гельмгольна. 

Выражене Ро называется напряженемь вихря 

Посльднйя двЬ теоремы показываютъ, что для везхъ частиць, 
расположенныхъ въ данный моментъ времени на какой либо вихревой 
лини, напряжене вихря во все время движеня остается неизмВннымтъ. 

Три теоремы Гельмгольца были нами доказаны для случая не- 
сжимаемой жидкости, ввиду простоты доказательствъ. Эти же теоремы 
могуть быть распространены и на сжимаемыя жидкости, но ввиду 
сложности доказательствь мы эдЪсь ихъ не приводимъ. 

Вихревыя трубки (слЪдовательно и лини) не могуть начинаться 
и кончаться внутри жидкости, а могутъь лишь итти оть границы до 
границы, или же образовывать замкнутые контуры. 

Глава У. 

Движен!е вязкихъ жидкостей. 

25. Перейдемъ теперь къ разсмотрънйю вязкихъ жидкостей. Изъ 
оеновного опредфленя жидкости, даннаго въ началЪ, мы видимъ, что 
въ состояши равновЪейя, касательныя напряженя, присуция вязкимъ 

жидкостямъ, не должны себя проявлять; дЪйетые ихъ должно обна- 

руживаться лишь при движени жидкостей. Слфдовательно, касатель- 

ныя напряженя должны быть функщей скорости точекъ жидкости, 
функщей обращающейся въ нуль вмБетЪ со скоростями. 

Свойство вязкости жидкости называется иногда внутреннимь 
тренемь ея. Это внутреннее трее въ основ отличается оть трешя 
твердыхъ тълъь тЬмъ, что проявляется лишь въ движени, —т. е. для 
какихь бы то ни было жидкостей (сльъдовательно и вязкихъ) трешя 
покоя не существуеть. 

Иными словами: съ возникновенемь въ жидкости касательныхь 

напряжений (въ случа вязкой жидкости) необходимо нарушается ея 
равновьсте. 

Подобно тому какъ эт Блано для идеальныхъ жидкостей, да- 
димЪ здЪеь выводъ дифференщальныхь уравненй движеня вязкой 
жидкости. Для этого должна быть установлена связь между напряже- 

нями ХХ» Л, .... И скоростями въ какой либо точк® жидкости. 
Связь эта можеть быть дана на основан какихъ либо болфе или 
менфе достовфрныхъ гипотезъ, подтвержденныхъ опытомъ. 



Ныюотонъ первый установилъ основные гипотетичесье законы 

для силъ внутренняго тремя экидкостей. Изь этихъ законовъ сл\- 
дуеть, что снла внутренняго тренёя: 

1) прямо пропориональна первой степени скорости относитель- 
наго движеня частицъ, 

2) прямо пропоршональна величинь поверхности соприкосновеня, 
вдоль которой происходить это относительное движене частицъ, 

3) зависить отъ свойства жидкости, 

4) не зависить отъ внутренняго давленя жпокости, 

Влыня температуры на силу внутренняго трея Ньютонъ не 

касался. 

Далььйние изслфдователи, какъ то Дюбии, Герстнеръ, Жираръ 

и главнымь образомь Пучлейль нашли, что сила внутренняго тремя 

5) уменьшается еъ возвышенемь температуры 

Наконець опыты нЪкоторыхъ из дователей показали, что сила 

внутренняго треня 

6) измюняется съ увеличеемь давленя; для некоторыхь жид- 

костей возрастая (спиртъ, скипидаръ,. ...), а для другить убы- 

вая (вода, глицеринъ). 

ГлавнымЪ образомъ приходится считаться съ первыми четырьмя 

законами внутренняго трешя, данными Ньютономъ. 

Навье въ 1822 г.*) первый ввелъ въ дифференшальныя уравненя 

движеня идеальной жидкости силы внутренняго треня, подчиняя ихъ 
вышеуказаннымь четыремъ законамъ, и получиль такимь образомъ 
уравненя движеня вязко! кости. Къ выводу ихъ мы и приету- 
пимъ. Замбтимъ, что услошя сплошности движеня и зависимость 
между лавлешемъ и илотностью остаются тЪми же. 

Дъйстве вязкости выразится тЪмъ, 

женою, дЪйствующему въ данной 
то къ нормальному напря- 

эчкЪ пространетва на элементарную 
плошадку 4, произвольно расположенную въ жидкости (т. е. къ ус 
лНо— р, сели за положительное направлеше считать вншнюю нор- 
маль къ разематриваемой сторонф площадки), присоединяется нЪко- 
торое касательное напряжене, дЪйствующее вдоль площадки въ на- 
правлен!и относительной скорости движеня частицъ, расположенных 

©ъ обфихь сторонъ ея. 

26. Найдем аналитическое выражен этого касательнаго напря- 
жен. 

. *) Мешошез 4е ГАсаепние 4ез Беленсез 1. УИ, р. 389. Ха\мег, Мешойе заг 

1е5 1015 Чи топуетепе Чез Пш4ез. 
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Возьмемъ въ жидкости какую либо площадку 4 и на ней точку 

А (черт. $). Пусть п будеть нормаль въ этой точкф къ площадк\Ъ, 

ъ_скорость въ той же точкЪ, ф- уголъ 
между о и положительнымъ направлент- 
емъ нормали. Выберемъ на нормали двЪ 
безконечно-близкя точки А; и 45 такъ, 

чтобы А.А = АА, = и лежащий ио объ 2 

стороны площадки. 

На мъ теперь относи' вльную ско- 

рость движеня вдоль площадки части- 
цы 4, по отношенйю къ 45; для этого мы 

Черт. 4. должны составить тангенщшальныя с0- 

ставляюпия скоростей точекъ А; и 4 и 
вычесть одну изъ другой. Тангенщальная составляющая скорости 

точки 4, —1,, будет 

Чт Чт 

2 п 
ОЗ 

аналогично для точки 45 имфемь: 

4п зп 
2 а осела 

Искомая относительная скорость получится вычитанемь одного 
выраженя изъ другого; 

— ой 

а в же. . 

5'; можно разематривать какъ скорость относительнаго движешя ча- 

стиць жидкости, расположенныхъ въ плоскости параллельной нашему 
элементу и проходящей черезъ точку 4,, по отношенйо къ частицам 
расположеннымь въ такой же плоскости но проходящей черезъ точку 
А». При этомъ мы предполагали, что ®,, параллельна ъ»; что при ма- 

лости разстояшя 4,45 допустимо. Обозначая черезъ о, относительную 

скорость, расчитанную на единицу разстоящя для чаетиць, располо- 
женныхъ ио обф стороны элементарной площадки и непосредетвенно 
на ней лежащих (т. е. со стороны положительной нормали и ей про- 
тивоположной стороны), принимая въ предвлф 4 ==0, найдемъ: 

5, __ зи 
с т а те 1 

или такъ 
ве 4, 
ей" оон вы 

гдЪ в; — составляющая скорости по элементу площадки. 
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Сила внутренняго трешя, дЪйствующая на элементарной пло- 
щадкЪ 4 со стороны частиць жидкости, лежащих на положительной 
сторонф площадки на частицы, лежания на отрицательной сторон 
можетъ быть выражена (по законамъ трен!я Ньютона) такъ: 

(С 
1 ав. Р-р . Е ское д а 

ЗдЪеь п называется коаффищентомь вязкости, или коэффиц- 

ентомъ внутренняго треня мжидкости. 

Возьмемъ на нашей площад кое либо направлене @ и най- 
демь проэкщю силы трешя 4Р на это направлене. Обозначая эту 
проэкщю черезь @Ё„, уголъ между и и 3; черезь 9, можемь написать: 

аЕ, = аЕ сз ЕЕ 
"в № 

замчая, что: 

0} 65 9 —068(0,4), 

находимъ: 

а [сз (0, 4)] А, пре НЫ О 

Мы видимъ, что д есть не что иное, какъ коэффищентъ едвига. 

для жидкаго тфла. 

Глава \У1. 

Связь между касательными напряжен!ями и дефор- 

мащями. 

27. Обратимся теперь къ уравненямь (14), переписаннымь въ 

такомъ видЪ: 

Чи ОХ 9х. 
= =Х- и. - И ду 0 ). 

4 > 1 /0дУ,, ду, ду. 
=== У-Е и 9 В Их а т г де у Г ) (14,4) 

аш 1/02 92, 02. 
=й-- — — ая. 
ЕТ ( бт би Гб ) 

Посмотримъ, какъ выразятся для вязкой жидкости няпряженя 
Х., Ху, -.- - Уж, - › : : Черезь величины, управляющя дефор- 
мащими, т. е. черезь и, в, м. 



Касательныя напряженйя: 

Ху, У., 2, 

и соотвЪтетвенно равныя имъ 

У 

найдутся непосредетвенно на основани законовъ Ньютона. Для этого 

обратимся къ нашему элементарному параллелопипеду, которымъ мы 
пользовялиеь при выводЪ уравненйй (14) (черт. 5). 

Напряжен!е Х„ или равное ему 

У, получится, пользуяеь формулой 

(65, 4), исходя изъ слЪдующаго раз- 

суждения: на площадку МСАА,, рав- 
ную по величинЪ 424г, въ направ- 
ленм оси Х дЬйствуеть, на основа- 

нм вышеуказанной формулы, ка- 

сательная сила: 

би 
РЗ г агау, 

Черт. 5. 
или напряйя ие 

На томъ же основан, ; 
леши оси У напряжене 

я площадки МСОВВ, найдемъ въ направ- 

ИЗ Иен. 

Но для веякаго касательнаго напряженя У” какъ показано 

раньше, имфется ему равное напряжене Х", дйствующее на пло- 

щадку МСА, А въ направлени оси Х, поэтому искомое напряжене 
^, представится въ такомъ видЪ: 

Х=Х,- 

| < - + =] 
ы ду д /` 

Подобным образомь для нахожденя напряженя У, (или что 

тоже Йу) разсматриваемь площадку ВМАР и МСАА,. На первую, въ 

направлен оси У дЪйствуеть касательное напряжен!е 

или такъ: 



Е 

на вторую, въ направлен оси #, касательное напряжене: 

ди 
р ь 

У ду 

Замфчая, что Й,=У”,, какъ въ предыдущемь случаЪ, имфемъ: 

У.Е, У", 

Или 

Го 0ш 
= ( 0 г ву } 

Такимъ же способом, разематривая площадки ВМАР и ВМСВ,, 
и касательныя напряжены, 7 
направленяхь осей Хи #, 

ди ди 

„= д + де } 

Итакъ для касательныхь напряженй, дЪйствующихъ на грани 
разематриваемаго параллелопипеда, имфемъ выраженя: 

т ое, 0ш Уи (5, жл 

- ри ди бе ь Хе ьна (3% +2)... -:..1. 69) 

ИН" 

2вр» Ту=2ирь Т, Е АЕ 1: 

Намъ нужно найти еще выражен я для нормальныхъ напряженй: 

Х», У» 2, =, у 

черезь деформащи; но, какъ оказывается, для этой цЪли однихъ зако- 

новъ Ньютона не достаточно; необходимы боле обийя соображешя 
изъ теор упругоети, рЬшающей этоть вопроеъ въ окончательномъ 
видЪ. 



Зависимости между проекщями скоростей деформащи на 

оси двухъ системъ координатъ, Тоже для напряжений. 

28. Введемъ предварительно нЪкоторыя обозначения. Пусть 
точки элемента жидкости, съ центромъ тяжести 0, отнесены сперва 
къ прямоугольной системЪ, координатъ Х, У, Й, а затмъ къ систем 

Х', У, #. Для нормальныхь напряженй въ точкЪ 0 на координат- 
ныя плоскости въ первой систем введемъ обозначен!я (взамфиъ преж- 
нихъ Х,,, У,, #.): 

М» Му Мь еее нено (89) 

а во второй сиетемЪ: 

ре №, Мы сое ооо 

Точно также, на основан (68) примемъ обозначен: 

Ть Ту Три Ть Ту Ть еее. (10) 

Косинусы угловъ осей второй системы съ первой будуть опре- 
дЪФляться изъ слдующей таблички: 

а Г т. {7 

(71) 

у' [7 т пу 

и [3 т: ] п: 

причемь имфють мфето слфдуюция шесть условй: 

ит? + п =1, т» ть + пе пу =0, 

ту Рпу=ь, тет, + пп. =0,... (12). 

ит - п =1, и тут. пуп, = 0. 

Координаты какой либо точки преобразуются по слБдующимъ 

, + т, у пу 2, 

У=ух-туу+туг,....... къ нм. (98). 

1 х т, уп. г. 



Ч 

Для проекщй скоростей на указанныя оси имфемъ так я соотно- 

шеня: 
и= Ци це и 

ть тут, и, ., (14) 

г == при пу, №. 

ЗамЪтимъ здЪеь, что для какой либо функц [ (2, у, 2), мы мо- 

жемь написать: 
о _ 07 де, 9 бу 9 
0х д’ де ду 9 0’ дг’ 

или, на основан (73), присоединяя сюда частныя производныя по 
уи 2: 

9 И, “М, 
де д т ви!’ ый 

9% 4 я > 
=: др Те ту сы аш 96] 

т 

‚1 97 а 
дат "е-Р ду’ УР де 

Поэтому, пользуясь (74), найдемъ: 

п: 

ди 0’ ди’ 
Ель -, 

о аыГ и ЛОЗЫВЕ 

06 би 
Аналогичныя выражен мы получимъ для За Дълая при- 

= 

ведеше подобныхъ членовъ и обращаясь къ обозначенямъ (49), мо- 

жемъ написать: 

ааа + ое р риа. эр, 

о— ати т? ус" т эр’ тут.’ тут. Эритьт,, . . (76) 

е=ат--' пу нет? эр’пуп, + эръпии. Е Эр' атп у. 

Подобнымъ образомь можно дифференцированемъ уравненйй (74) 

и сложешемь получить выражешя для ру, № и р». ПослЪ простыхъ 
передЪлокъ найдемъ: 

т=а’туи,--бтупу + т.п, р 'туи. т;пу} + ру(тьп, + тп) 

+ Ра(тп, + туп), 
ра’ пы Ну п уе, п. ру п-т рип. т) 

2, пу Неее 

Ра, ть у ту ет. р’, т ту р т.т) 

НЕ рт, 1 т, 



= 8" =. 

Формулы (76) и (77) представляють весьмо важныя зависимости 

между скоростями деформащй по отношеню къ какимъ либо двумъ 

системъ координатъ, 

Для получешя зависимостей а’, И. с, р, р. ру ть а, В, е 

р, р», Рз Достаточно въ (71) горизонтальныя строки косинусовъ зам\- 
нить вертикальными и на основаши этой подстановки измфнить коси- 

нусы въ (76) и (77), переставивъ значки у вышеуказанных скоростей 

деформащй. 

Складывая равенства (76), и пользуяеь зависимостями (72), най- 
демы 

Бена азы 

или, на основанй! обозначенй (+49): 

би 0% бе би 3 би ; 
< — == - ре ава и 

де к ву 0 д’ т ву т 92 В 

что представляеть собой нфкоторую инваратную зависимость, имЪю- 
щую, на основанйи (57), вполнЪ опредфленное физическое толковане: 
скорость объемнаго расширеня въ какой либо точкЪ сплошно-деформи- 

рующагося тЪла не зависить оть системы координатьъ къ которой от- 
нееена частица тТЪла въ этой точкЪ. 

29. Найдемъ теперь зависимости, между напряженями №. №, №., 

о ТОМЕ М, Мы: Мох о. М - 

Проекщи на оси Х’ У, Я’ напряжены на площадку, лежащую 
въ плоскости УОЙ, на основан выражен (6), пользуясь (71), будуть: 

ИМ, +Т, и +Туь, 
т ИЕ 00 

Ем. 

Для получения М№,, т. е проекщй этого напряженя на ось Х, 

нужно полученныя выраженя помножить соотвфтетвенно на /„, 1, 

и сложить; найдемь: 

м -аТ ЕТу + 2ТЬцЬ. 

`Подобнымъ образомь ‘для нахожденя проекщи того же напряже- 
ия на ось У, т.е. Т, нужно выражен (79) помножить соотвЪтственно 

на т Ту, Т., и сложить; помножая, наконець, ть же выраженя на 

п, Пу, п», и складывая найдемъ Ту. Такимъ образомь имфемь: 

Та Мет, тм. т, + Т,@, тут, ) + 

= Ту Ц, т, +1 т, ) + Т. Чит, ут, ), 



= 

Ту = Ме, по + Му пу М, Ь п, + Ть(, пу ци, ) | 

+ Ту (шп: ВЫ п, ) + Т, Чупу + Цпь ). 

ПримЪняя ТЪ же соображеня къ напряженямъ, дЬйствующимъ 

на площадки ХОЙ и УОХ, можемъ въ результать дать слЪдующя 

шесть зависимостей между проэкшями напряженй на оси Х, У, йи 
$ 1,0 

ММ + М мы чат. ат, Ту, у 

Му = М ти Муту + М та-2Т тут, --2Т утьт, + 2Татуть, 

ии 

№. = Мп + Му пу? №. п? -- 2Т пуп, - 2Тупьп, + 2Т путь, 

(80) 

№ типе Е М туп, | М тн, Г итуи, тату) + Тут, у 

+ тая.) + Т. (туп, -- туп), 

Ту= Мать Муту М т, НТ „лу т Т ил. -Нып) + 

+ Т. п, ил, ), 

ТМ ть Муту М. т. Тату ут --Ту(, т. 

+ыт. )+Т. т, ту }. 

Зависимости №, Му, №», Гл» Гу Г» оть М,» №, №», Т» Ту, Т., 

находятся также какъ и зависимости а’, 5',... .ит. оть а, ь... . 

и 1. Д. 
Складывая первыя три зависимости изъ (80), на основан и (72), 

можемъ написать: 

МММ, ММ, -М,,....:.. 81) 

т.е. сульма нормальныхь напряженй на три взаимно-перпендикуляр- 

ныть площадки въ какой - либо точкь сплошно - деформирующагося 

ттъла, не зависить отъ ихъ положеня въ пространствт. 

Связь между напряженями и деформащями, 

30. Для установлешя зависимости напряженй отъ деформащй 
приходится прибЪгнуть къ какой либо гипотезЪ. Этой гипотезой яв- 

ляется обобщене закона Гука, утверждающаго что: 

для всякой сплошно-деформирующейся среды, въ ьоторой вньш- 

я силы производять безконечно малыя деформащи, напряженйя 

пропоршональны деформашямъ. 

Обобщая, мы примемъ, что при тЬхъ же услошяхъ, напряже я 

суть линейныя функщи шести деформащшй по осямъ: а4ё, Ба, с4ё, 
на, рь@Ё ра. 
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Для жидкостей, какъ видимъ, эти деформаши пропорщональны 

скоростямъ деформащй; поэтому первыя могуть быть замфнены вто- 
рыми. КромЪ того, нормальныя напряженя №,, №, №, должны имфть 

видъ: 

-Р+Е, Т,=6, 
ии т боем оо #8 

№, = Р-Р Е» Т. = 6», 

гдЪ р нъкоторая функщя координатъ и времени, а Е,, Ё,, К,, 9,, 6., 0; 
однородныя линейныя функщи шести скоростей деформащй. 

Дуъйствительно, выраженя для нормальныхъ напряженй должны 
имЪть видъ, примЪнимый для вефхъ частныхъ случаевъ покоя и дви- 
жешя. Для состояня покоя скорости деформащй обращаются вмЪстЪ 
со скоростями въ нуль, а нормальныя напряженя №, №, №, обра- 

щаются вь гидростатическое давлене въ данной точкЪ. 

напряженя Т,, Ту, Т, для покоя должны быть нулями. 

Этимъ условямъ выраженя (82) удовлетворяють, поэтому шесть 

напряженй въ данной точкЪ жидкости могутъ быть выражены черезь 
шесть скоростей деформащи а, В, с, ри, р», ра такы 

Касательныя 

= -- Р-Р Ани + А Ь-- Аве Ар + Ав р, -- Ав, 

Му = + Ана Аы6 + Зы Анр Ар Аврь 

—Р-+ Ам + А» -- Аве -- Ав, + Ар, -- А 36 Ра» 
.. . (83) 

= Аи Аве + Ар - Ав р | Ав рь 

Ту = Ана + 4, Аз с + Ан р, + Аз р —— Аз В» 

Т; = Ани -- Ад В -- Аве Авь ра | Ав ры -- Ав Ру. 

Мы видимъ, что въ написанныя зависимости вошло 36 коэффи- 

ентовъ, назывиемыхь коэффишентами упругости въ данной точкь 

упругаго зтьла (въ нашемь случаь жидкости). 

Если коэффищенты А суть числа постоянныл, не зависяпця отъ 

координать точек тЪла, то тЪло называется однороднымъ. 
Для разныхъ частныхь случаевь число коэффищентовь упруго- 

сти можеть быть и меньше. 

Имвя зависимости (83), мы можемъ найти связь между напряже- 
шями и деформащями для любой системы прямоугольныхъ коорди- 
натъ въ данной точкЪ тбла. Для этого помощью зависимостей (76), 
(77) и (80) исключаемъ изъ (83) №,» Мур №» Ть Ту Ту, а, $, с, ру, р», в. 

Изъ полученной системы шести уравненй первой степени относи- 

тельно №» №, №» Т» Ту Т, эти напряженя опредфляются какъ 
/ 



Аба: = 

линейныя функщы деформаши а’, ©’, с, р’,, р’, р. Коэффищенты 
въ этихь новыхъ линейныхъ функщяхь будуть отличаться отъ ко- 

эффитентовъ въ (83); въ выражешяхь же для №, №, №. какь 

легко показать, появятся члены—р. Другими словами въ общемъ слу- 
чаЪ коэффищенты упругости зависять отъ направленй осей дефор- 

мац (осей координатной системы), т. е. упруйя свойства тЪла въ 

данной точкЪ различны въ разныхъ направленяхъ. Так!я тфла назы- 
ваются иннзотропны.ми. 

Въ отличе оть анизотропныхь тЪльъ, изотропными называются 
тавя въ которыхъ упрумя свойства въ данной точкЪ одинаковы по 
вефмь направленямъ. 

Аналитическимь услови М изотроши тъ независимость ко- 

эффищентовь 4 оть координатной системы, т. е. инваратность Фор- 

мулъ (83). Для этого случая число кеэффищентовъ получается значи- 

тельно меньше, такъ какъ между ними устанавливаются зависимости, 
получаюцщцяея сравнешемъ новыхъ коэффищентовъ съ прежними. 

Рышене вопроса въ общемъ видЪ черезчуръ громоздко; указан- 
ныя зависимости найдутся исходя изь иЪкоторыхъ частныхь раепо- 
ложешй новой координатной системы Х, У’, Я по отношению къ 
прежней Х, У, 

Положимъ, что ось Х’ прямо противоположна оси Х, а ови У'и 
совпадають съ осями Уи #. 

уюния частныя Для этого случая косинусы въ (71) примуть с 
значеня: 

=—1, И, =0, И,==0; (,=0, Ту 1, И,=0; 1: =0, Т.=0, п, =1. 

Изъ зависимостей (76), (77) и (30) найдемъ: 

а=а', =, е=е'; =, Ф=- р р - 6; 

Т,=-=Ту, т,= 

Подставляя веЪ эти значеня въ (33), получимь для ихъ инвар!- 
атноети слфлуюня услов: 

Де -=Ав- ыы Аа Аз Ав= Ав = Аня 

Дей о рее = Ав = 

Если принять, что овь У’ 
совпадають съ осями Х и #, то для вышеприведенныхь девяти коси- 
нусовъ получимъ значеня: 

прямо противоположна У, а оси № ий’ 

1Е=1, ТЕ=0, И, =0; ,=0, ту 1, Пу==0; 1, =0, т. =0, п:=1; 



а потому 
А АСЕОЯРА ри’, Рэ= ро. в=— 1; 

ММ ММ М.М = ТГ ТЕТ ТЕТЕ 
у 

Подставка въ (83) дасть для инварантности сльдуюция допол- 
нительныя условя: 

Ан = Аз = Ан = Ай = А Ав =Ав=Аь=0.... (84,4). 

Если ось У’ совнадаеть съ осью Я, ось # съ осью Уи ось Х' 
съ осью Х, то косинусы получать слздуюция значеня: 

Ш=1, Ш. = 0, И,=0; ,=0, т, =0, п,=1; 1, =0, Ш; =1, И. =0; 

откуда 
аа’, фе, с= И; ри", =» =’ 

„Му=М»ь М, = Му Т,=Т.Ту=Т,1,=Т. = у. 

Подставляя эти значеня въ (83), дополнимъ усломя инварант- 
ности слфдующими: 

Ав=А Ан = Ан, Аз=Авь Ав= Ан» А Аш. . (845) 

Примемъ наконець, что ось Х’ совпадаетъь съ осью #, ось Я’ съ 
овью Х, а ось У’съ осью У. Въ такомъ случаф для косинусовъ полу- 

чатся такя значения: 

1520, ТО, п; 1—0, ту, Ну; 1.51, 0, и,=0. 

СлЪфдовательно: 

С} ру, РР = 

Е ММ ММ Е 

Подстановка въ (83) дополнить, наконецъ, условя инвар!антности 
слЪдующими: 

АА» Ан-=Авь АнЕАн» АнЕАв, А 

= Аз = 4, 

А» = Ав =. гщиа 88 

Ан = Ав, = Ав==С, 

т. е. 36 коэффищентовъ упругости свелиеь для однороднаго изотроп- 
наго тла къ тремъ. Зависимости (33) перенишутся такъ: 

№, = —р- Аа + В 6-е), 

Му =—р- 46 - В (а-- ‹), 
р Е: 

№, =— р-- 4е | В (а 5), 

Т,= р, Ту= бр», Те = Ор» 
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Полученныя выраженя для шести напряжен!й показываютъ, что 
нормальныя напряженя зависять лишь оть коэффищентовъ скоростей 

удлинен!я по координатнымъ осямъ, а тангенщальныя напряженя— 
отъ коэффищентовъ скоростей перекашиван!я угловъ между ними. 

КромЪ того, для главныхъ осей деформащи, для которыхъ 

ра == р = Р8=0, 

т. е. въ однородномь изотропномъ ттьль (въ нашемь случаь—эсид- 
кости) главныя оси деформаии совпадають съ главными осями на- 
пряженй. 

Н®Ъкоторые авторы”) принимаютъ это свойство какъ одну изъ 
гинотезъ, опредфляющихъ однородное изотропное тфло; между тЪмъ 

данный выше выводъ показываеть, что оно есть аналитическое 
стые инваратности выражен! (83) при преобразованяхъ по форму- 

ламъ (76), (77), (80). 

Сравнивая съ (68), можемъ положить: 

С=2и. 

Мы видимъ, что гипотеза Ньютона и позднфйния гипотезы даютъ 

для касалельныхь напряженй въ изотропномъ тЪлЪ одни и тъ-же 
выраженя. 

Здфеь будетъ умЪстно обратить вниман!е на структуру коэффи- 
щента внутренняго трея вн. ДЪло въ томъ, что основная фор- 

мула (65) 

ВЕ аа: соо: 

изъ которой получена формула (65,а), а изъ нея и основныя выра- 
жешя для касательныхъ напряжений (66) по своему построению прямо 

не соотвЪтетвуютъ гипотез Ньютона; по этой гипотез% касательное 

усиме, дЪйствующее на элементарную площадку 48, должно быть 

1907, стр. 28, в 
С. П. Тимошенко, Куреъ теори упругости. Часть 1. Кевъ, 1909, 

стр. 52, 53. $ М. 
Ногасе Гатшь, Гевтиев 4ег Нудгодупапик. Оепзев уоп 1. Еге4е]. 

Тейрийи, 1907, стр. 659, $ 812. 
6. Ктеввой, Уоезипееп ег шаетайзеве Рвуз\. Гериде. 1877, 

стр. 181, $ 7. 

Г. Сусловъ. Теорйя потенщала и гидродинамика. Томъ 1. Юевъ. 1910, 
стр. 184, $ 156. 
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пропорщюнально 48 и относительной скорости 4, безконечно близких 
частицъ А, и 4, (черт. 4 стр. 38), т. е. 

аЕ == ар, 4, 

а напряжене въ точкЪ А на разематриваемую площадку будеть: 

= '4%,. 

Напряжене К, для вязкой жидкости должно быть величиной 

конечной, а такъ какъ 40, въ сплошномъ, непрерывномъ движени 
есть величина безконечно малая (стремящаяся въ предЪлЪ къ нулю), 

то м’ получается безконечно болышой величичиной, утрачивающей фи- 

зическй смыелъ. Поэтому мы переписываемъ Р, въ такомъ вилЪ: 

(ГИ 
Е, = зап г 

гдЬ 4п безконечно малая величина (элементь нормали); здфеь уже 

45; 
а конечная величина, а м’4п — произведене безконечно большой на 

безконечно малую величину должно обратиться въ конечную вели- 

чину р, т. е. 

иап= в. 

Мы видимъ, что введенный такимъ образомъ коэффищенть м, 
даетъ возможность утверждать, что выражен (65) для касательнаго 
усиля соотвЪтетвуеть гипотез Ньютона о внутреннемъ треши жид- 
кости *). 

Выражения (86) могуть быть переписаны въ такомь видЪ: 

№. =—р+А(а-ь--с)-+(А—Ва, 

Му=—Фр-А(и-6-+0-+(А-ВЬ, ..... (86 а) 

М.=—=р-+ А (6-6 с) + (А— В) с, 

Ть==2ррь, Ту=2ьр, Т.==2ирь. 

Коэффищенть 4, считается, нзкоторыми авторами, вторымъ коэф- 

фищентомъ вязкости. Онъ характеризуеть собой явлешя, сопровож- 

даюпуя деформацио сжатя и расширены: и требуеть чтобы 9 =0. 

32. Между коэффищентами 4, Ви м можеть быть установлена 

еще одна зависимость, исходя изъ слфдующихъ соображен!й: 

*) См. 0. Е. Меуек, СгеШе’з Зошепа]. Т. 59, стр. 229, 1861 г. 
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Возьмемъ, напримфръ, выражене для №. Если пожелаемъ выра- 

зить №, черезъ скорости деформащи по осямъ Х’, У’, 2, т. е. черезъ 

а, с, р, р’ В’, ТО это можеть быть сдБлано двоякимъ путемъ. 

Можно въ (86,4) вместо а, 6, с, подетавить ихъ выраженя изъ (76), 

получимъ: 

№М=—р-- Аа НИ-е + (А- В) (1-е) 

(А — В) (р: р: р. 

Съ другой стороны, пользуясь зависимостями (80) и подставляя 

въ нихъ №» Му ит. д. изь (86,4) (замфнивъ соотвЪтетвенно а, Би 

т. д. на а’, В" ит. д.), найдемъ: 

№. = рае ие) (А В) Ш --ыр а) ар 1. 

+ Р-Р 1.) 

Такъ какъ эти выражен я для №, должны быть тождественны, то: 

4—8. а Иа 3258 

На основаши этого, замЪняя & черезъ 7», напишемъ: 

№М,=— р--\ (а 6-е) на, 

Му=—р- (а-о-е-2, ....... (38) 

№.=— р--® (а + с) 2е, 

Ть=2ыр» Ту=2нрь, Т, == р. 

Для несжимаемой жидкости, на основанти (17,5), (49) и (57) имъемъ: 

Ф—=а-о--е=0, 

=. (9 ый ®). 

= д тук (%+ м), иде + 88) 

или 

ди 
№=-Р-+ 2, 

д’ тва - р %). 
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Мы видимъ, что напряженя въ вязкой, изотропной, однородной 
и несжимаемой жидкости зависять оть одного лишь коэффищента 
внутренняго тренйя (и. 

Но и для сжимаемой жидкости можно дать зависимость между 
\ ив, и такимъ образомъ исключить * изъ выраженй (88). 

Для этого воспользуемся гипотезой Стокеа*), предложенной имъ 
для упругихъ жидкостей, но выраженной въ нЪ®сколько иной формЪ. 

Она состоить въ слфдующемъ: 

Если вязкая, упругая, изотропная, однородная сидкость рас- 
ширяется (или сжимается) равномтрно, то во всъхъ точьахь ея 
нормальныя напряженя на площадку подчиняются законамъ гидро- 
статики, т. е. равны между собой и равны давленто—р. 

Обращаемся теперь къ зависимостямъ (88), и замфчая, что для 
равномфрной деформащи 

а = 

кромЪ того, по предположен!ю, 

ММ 
найдемъ изъ (88), что 

ЗА 2 =0, или А=— С. 

Откуда, пользуясь обозначенями (57) и (49): 

ди 2 

№. =—=р— зи 2 д 

... . (885) 

*) См, БюКез, Оп Ше Шеомез о{ Ве пиегпа! И1ейоп о? 148 т тобой 
ап4 о? ше едигнит ап тойоп 0{ еазйе 5048. Май\. ап Рвув- 
Рарегз Бу ЭоКев. Т. 1, стр. 87. 
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Для (88, а) и для послфднихь зависимостей находимъ: 

М-Н Му-ЕМ.=—3Зр. не + (89) 

т. е. давлеше—р есть среднее ариеметическое изъ нормальныхъ на- 
пряженйй на три взаимно перпендикулярныхь площадки. 

Это вообще вЪрно для несжимаемыхъ жидкостей, а для сжимае- 
мыхь—вЪ предположени гипотезы Стокса. 

Глава УП. 

Дифференщальныя уравненя движен!я вязкой жидкости. 

Условя на границах, 

33. На основанйи найденныхъ въ предыдущей главЪ выраженй 
для напряженй, дЪйствующихъ на грани элементарнаго параллело- 

пипеда, мы можемъ написать дифференщальныя уравненя движеня 
вязкой жидкости. 

Для‘этого въ обиия уравнешя (14,2), пользуясь обозначешями 
(66) и (67), подставляемь вмЪето Х„, Ху и т. д. ихъ выражешя изъ 

(88), причемъ величинамъ а, в и т. д. даемъ ихъ значеня (49). 
Такимъ образомъ первое уравнеше приметь слфдующ‘ видъ: 

аи 1Г_ 9 ди 9ш\ , 92и 
ВЕР + (95-5 ве во 

0 ‚ 0% \ , 9и 1 
# \ биг В в (= +25) р 

"Легко замфтить, что послфднее уравнене можетъ быть такъ пе- 

‘реписано: 

а. т * ди | 90, 0% ди | ди | 0% \ |, 

ЕР | ны 3) (5. бу ув (бя аи + дв) 

или, пользуясь (57): 

аи. у тд, бы 
вы Ые 

гдф А? известный символъ Лагранжа: 

62 02 
И 
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Аналогичные результаты мы по: 
ненй. Поэтому, на основанйи (14), 

лучимъ для двухъ другихъ урав- 

дифференщальныя уравненя дви- 
женя вязкой жидкости напишутся такъ: 

ди ди ди р Ф. бр (Ен) 09 иж 
Е ыы бит" 0 бы 2 2 ыы ? Ань, 

9% бе 9% 95 т бр, О» 09 в 
—_ = ) — `= = 20 9 и бе + р +“ у ИЕ г А2к, (90) 

ди ди 1 р, 0-0; в " — —- 2. 
= де г ы.- ге Ан, 

Возвращаясь къ гипотезЪ Стокса, по которой 

= 

можемъ наши уравненя представить въ видЪ: 

ди ди т ди ди м 1 р 1и 09 р ое = ыы 2 
Г 1% де ы бу гб ь 2 рр =? Г 8%, 

9% 9% 9% 4% _,._ 1 др тн 09 ЯР 
А ве бу д НТ тво ду Ро 00) 

ди ди ис 9ш 1 бр 1н 09 в 
и т? и, =2 - Е В 2 

0 ис а у + р 02 р 02 Й ыы 

Для несжимаемыхъ жидкостей, т. е. при услови 

=0} 
получимъ: 

ди ди ди 98 1 0» А 
Е ПЕ да: ребе АН 

9 9% 9 0: = др. № 90 а 
Е НА бе + бу + о а . (90,6) 

д ди ди ди 1 бр РЗ =: и =2—— | 2 + бд +° ду = ® в # р Тр 42. 

Мы видимъ, что въ двухь послфднихь случаяхъь коэффищенть 

вязкости м не входить прямо, а въ видЪ и, Обозначая 
2 

Е 
? 

рр ео БЫ . (91) 

булемъ въ дальнфйшемъ пользоваться этимъ коэффищентомъ. По Макс- 
веллю К называется кинематическимл, коэффииентомъь вязкости или 

кинематическимь коэффишентомъ внутренняго тренйя. 



Замфтимъ здфеь, что уравнешя въ видЪ (90,4) и (90,5) найдены 

впервые Стоксомъ и даны имъ въ статьЪ, указанной въ предыдущемъ 

параграфЪ. 
Сравнивая уравненя (18) съ уравненшями (90) можемъ сказать, 

что сжимаемость и вязкость вводять въ дифференшальныя уравненя 
движеня идеальной жидкости новыя силы на единицу массы. Сжи- 
маемость даетъ силу, проэкщи которой на оси координатъ будуть: 

‚ офи б+ю 9 аи, р Е 2 а’ Й 2’ . ее д (92) 

а составляюция по осямъ координать силы оть вязкости имЪють видъ: 

ВА?и, КАЗо, КАЧО. „еее + (98) 

Для несжимаемой жидкости, т. е. при 9 —=0, составляющими до- 

бавочной силы на единицу массы будуть лишь послфдия силы. 

34. Уравнешямъ движеня вязкой сжимаемой жидкости (90) легко 

придать видъ (90,5), соотвЪтетвующий случаю несжимаемой жидкости, 

вводя функцию Р., гдз: 

Р=р— 0 6;........... (94) 

получимъ: 

ди ди. ‚ди, ди о В 

ба ра ТИ 

2 ОВ. 
КА?с, . . (90,6 ра (90,5) 

1 0Р, : 
%® Е КАш, 

Для несжимаемой жидкости мы имфли, на основан и (19), что 

те ера 60 

отсюда: 

р=з (2); 

присоединяя сюда усломя сплошноети (17,9) въ видЪ: 

4 р =, 

или 

— не о СО) 

и подставляя въ (94), найдемъ: 

р =з)-+о-+ че. мен. оо @Б) 
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Изъ этого дифференщальнаго уравненя находится зависимость 

РЕЯ, - еее 08] 

аналогичная зависимости (19). 

Р, можно назвать обобщеннымъ давлешемъ. 
Обращаемъ здЪеь внимане еще на одно обстоятельство. Въ са- 

момъ началЪ (гл. 1, $ 1) было дано опредълеше идеальной жидкости, 

причемъ ей было приписано свойство несжимаемости, т. е. р = 60184. 
Въ главф П, $ 8 данъ выводъ дифференщальныхь уравнешй движе- 
НЫ такихъ жидкостей (18), причемъ тамъ указывалось, что для сжи- 
маемыхъ жидкостей (не вязкихъ} имфють мЪфсто т%-же уравнешя, но 
съ введешемъ добавочнаго условйя: 

2 = Ир). 
Мы видимъ, что идеальная жидкость можеть быть характери- 

зована свойствами: 

#=0, 9=0; 

и дЬйствительно, при этихъ предположеняхъ, уравненя (90) прямо 
переходятъ въ уравненя (18). 

Это не иметь мЬета для сжимаемыхъ не вязкихь жидкостей. 
Для нихъ имфемъ лишь 

в=о. 

Въ этомъ предположени уравненйя (90) перепишутся такъ: 

ди Сы ди би, ‚ ди х 1 9 (р— 10), 

ОИ д бб т =- Й ы 

0% 0% ‚0,00 7 1 9(р— *9) 
Не НА РТ = т. . . (90,4) 

й ди ди т 9(р— 19). 
9 + и а И ТРОЕ Е те в 

Такимь образомъь вмЪето р въ уравнешяхъ (18) стоить функщя 
р, ГДЪ 

По — 9) сео 

причемъ р, и будеть гидродинамическимь давлешемь въ томъ емы- 
слЪ въ какомъ оно разсматривалось въ главахъь Ги 1. 

Полученный результать объясняется тфмъ, что для послЪдняго 
учая р, входящее въ уравненя (90) не есть давлеше въ физическомъ ' 

смысл, которое можеть быть измюрено соотвьтствующими при- 
борами, а есть аналитическая фикция, введенная нами для возмож- 

ности непрерывнаго перехода отъ уравненй гидростатики къ урав- 

ненмямъ гидродинамики. 
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Въ вязкой жидкости, будь она сжимаема или несжимаема, на 

основани (88), давленёя на три взаимно-перпендикулярныя площадки, 

при движении жидкости, различны. Если же жидкость не вязка, т. е. 
и =0, то изъ тьхъ же выражен й вытекаетъ, что эти давлен!я стано- 
вятся равными между собой и приводятся къ выражению (97). 

Если бы между коэффищентами }. и и существовала зависимость 

такого свойства, что при и=0 и %=0, то невязыя несжимаемыя или 
сжимаемыя жидкости ничфмь не отличались бы; въ этомъ случа\, 
для и=0, изъ (88) имфли бы: 

№ = М, =, = — р, 

т. в. р было бы истиннымъ давлешемъ, 

Такой случай представляетъ гипотеза Стокса, о которой сказано 
выше ($ 32). ДЪйствительно, уравненя (90,4) прямо переходятъ въ 

уравненя (18) положешемъ и =0, независимо отъ того сжимаема ли 
жидкость или нЪтЪ. , 

35. Для окончательнаго рьшешя вопроса о движени вязкой 

жидкости, къ полученнымъь выше дифференщальнымь уравненямъ 

должны быть прибавлены условя на границахъ и начальныя условя, 
подобно тому какъ это едЪлано въ $ 12, гл. П для идеальныхъ 
жидкостей. 

Общее кинематическое услоше, выражающее невозможность про- 

теканя жидкости черезъ твердыя границы, останется тЪмъ же, т. е. 

(и—и,) г + — в) я - 

гл 

И А а 

есть уравненя одной изъ подвижныхъ границъ. 

Но кромЪ этого, для вязкихь жидкостей, должны быть введены 
еще и динамическтя условя. 

Во первыхъ, на какой либо безконечно малой пограничной пло- 

щадкЪь нормальныя напряженшя Х,„, У„, @» должны быть равны съ 

обЪъихъ сторонъ ея. 

КромЪ того нужно положить, что составляющая напряжешя на 
какую либо безконечно малую площадку пограничной поверхности, 
лежалщая въ касательной къ этой поверхности плоскости, должна быть 

параллельна и прямо-противоположна относительной скорости, а по 
своей величинЪ этой скорости пропорщюнальна. 

Высказанное положене содержитъ въ себф понят! о такъ назы- 
заемомь внющнемь трени жидкости и требуеть введешя новаго 
коэффищента. 
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Для аналитическаго выраженя этого положеня возьмемъ нор- 

мальную составляющую № напряжения на стЪнку въ какой либо 
точкЪ ея. Имфемь: 

№, = Х„ с8 (п, 2) -- У сз (нуу) - 2 с8 (п,2),. ..- . (98) 

гдф п положительное направлеше нормами въ разсматриваемой точкЪ. 

Проэкщи на координатныя оси Х, У, Й касательной къ стьикЪ 

составляющей того же напряжешя будуть: 

Х, — № с8(п,т), У, — М, сз (п, у), 2, — М ез(п, 2); 

отсюда аналитическое выражене нашего положеня приметъ такой 
ВИДЪ: 

Хи— {Хи сз (п, 2) -- Ул с; (п, у) 2 с8 (п, =} сз (п, 2) = (и, — и), 

Уп — {Хи с (п, 2) -- Ин $ (п, И) 2. с (п, =)} 8 (п, у) = У(—0),. (99) 

2 — {Хь сз (п, 2) -- Упс (п, у) -- Ин с8 (п, <)} с8 (п, 2) == у (иу — и). 

ЭдЪеь у есть коэффищенть внъшняго тренёя жидкости, завися- 
пи какъ оть свойствь жидкости, такъ и тЪла съ ней соприкасаю- 
щагося. 

Для случая у = 0, находимъ изъ (99), что 

ыы п __ РВ У и 2. 

с8(п,х)  сз(п,у) с (пт,2)* 

т. е. если коэффищентъь внфшняго треня нуль, другими еловами 

жидкость скользить вдоль стфнокъ, то напряжешя на стЪнкахъ на- 
правлены по нормалямъ къ нимъ. 

Еели же = со, то по раздфлеши на у равенствъ (99) и поло- 
жешя со, находимъ: 

и=и, 10—10.» 

т. е. частицы жидкости, соприкасаюцияея со стфнками, движутся 
вмЪетЪ ст, ними. Мы имфемъ случай прилипаня жидкости къ стЪнкЪ, 

вдоль которой она движется. Гидромеханика, обычно, пользуется пред- 
положешемъ у=— оо. 
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Глава УШ. 

Работа деформаши сплошно - деформирующагося тфла, 

Разсвяе энерги, 

36. Выдфлимъ въ сплошно-деформирующемся тЪлЪ элементарный 
параллелопипедъ съ ребрами 4х, Чу, 42, параллельными координат- 
НЫМЪ ОСЯМЪ. Пусть составляюция по осямъ скорости о центра парал- 

лелопипеда будуть и, г, №, а составляюцця напряжешй въ той же 
точкЪ соотвьтетвують обозначешямъ (+, а). 

За безконечно малый промежутокъ времени (4 элементарный 
параллелопинедь перемщается поступательно со скоростью 5, вра- 

щается вокругъ оси, проходящей черезъь емо центръ еъ угловой © 
ростью ® и деформируется. Источникомъ веъхъ этихъ движенй яв- 
ляются внЪшшя силы, приложенныя къ разсматриваемому тфлу, какъ 
на поверхности его, такъ и силы дфйствуюния на единицу массы. 
Эти же силы порождаютъ ‘и внутреныя напряженя (4, а). 

По отношению къ разсматриваемому параллелопипеду напряже- 
щя на граняхъ его, а также сила на единицу массы, приложенная 
въ центрЪ тяжести его, представляють внфшнйя силы. 

Вычислимъ работу всфхъ вышеуказанныхъ силъ за безконечно 
малый промежутокъ времени 4. 

Центръ параллелопипеда за время (12 перемфщается по осямъ на 

и, с, 4, 

поэтому работа силы на единицу массы, приложенной въ центр тя- 

жести будеть: 

2(Хи-- Ус-- Ив) ахауаг а; .. ..... (100) 

это работа поступательнаго движен1я. 

Для нахождешя работы вращательнаго движеншя нужно Моменты 

веъхъ силъ вокругь направлен, параллельныхъ координатнымъ 
осямъ, проведеннымъ черезь центръ тяжести, помножить соотвЪт- 
ственно на 

44, .Ё, в.а. 

Вычиелимь моменть относительно оси, проходящей черезъ центръ 
тяжести параллельно оси Х. 
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На грани, перпендикулярныя оси У, дЪйствують параллельно 

оси 2 двЪ силы, приложенныя соотвЪтственно въ центрахъ этихъ 
граней. Проэкщи ихъ на ось 7 будуть: 

(2+ = ЧУ ага и (2. — — % аз аз; 

ау 
2 

силъ, вращаюций по часовой стрлкЪ вокругъ оси Х, равенъ: 

плечи этихъ силъ равны ; отсюда результирующий моментъ этихъ 

2 4х ду аа. 

Въ свою очередь на грани перпендикулярныя оси #, параллельно 
оси У дъйствують двЪ силы, приложенныя въ центрахъ этихъ гра- 
ней; ихъ проекщи на ось У будуть: 

(ЕЕ — аи и (у.- 

= я я 
плечи ихъ —5_; результирующий моменть (вращающий противъ часо- 

вой стрЪлки) равенъ: 

— У, ах Чу аз; 

остальныя силы даютъ относительно оси Х моменты равные нулю. 

Итакъ результирующий моментъ относительно оси Х будетъ 

(2, — У,) ас ау а. 

Аналогично моменты относительно осей Уи Й будуть: 

(Х. — #,) 4х ау а и (У, — Ху) 4х ау аз. 

На основан я (3) всЪ три момента равны нулю, т. е. работа вра- 
щен элементарнато параллелонпипеда за время 4 равна нулю. 

Перейдемъ теперь къ вычислению работы деформащи. 

Раземотримъ двф грани, перпендикулярныя къ оси Х. Центры 
ихъ, за безконечно малый промежутокъ времени 4, перем щаются въ 

направлен!и осей координатъ на 

а а (и ва, 
0% 
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Проэкщи силъ, соотвЪтетвенно приложенныхъ къ этимъ центрамъ 
и соотвЪтствующихъ указаннымьъ перемфщешямъ, будуть: 

и 
и р 

(5-5 $) и (1.42 чм 
м —- ау аг. 

0х 

Перемножая силы на соотвфтетвенныя перемфщеня и на коси- 
нусы угловъ между ними, послЪ сложешя получимъ: 

(х би дХ» 9 | ду, би 
| ‚бо за 

Зое Гр ТР Гр | 
92, 

т 2) ах ау аз а -- В", к) 

гдЪ В, сумма членовь порядка малости выше четвертаго. 
Аналогичныя выражен!я для работь деформащи при перемфще- 

ни граней перпендикулярныхъ къ осямь Уи & будуть: 

( х ди к 9% 
У-ду + д И а + 

ры 2) еду агав-- В", ря (102 у р 

ди 9х. 96 и ди о и о Вр 5; 
( Зде т Зоны тб та сз 

02. й р" ео )аеауаг ав", .. . (103) 

Складывая выраженйя (100), (101), (102), (103), получимь работу 

при перемфщени и деформащи разсматриваемаго параллелопинеда 
за время 4. Въ результать находимъ: 

‚орды Я ТО 0У, 
[+ (хи уе + 2%) т " ( д Ри Га т (== т 
дУ, дУ. 02, 92, | У | УЖЕ т | у + ЕВ 
а) (+) 55 Нж+ 

\ ди 90 0% ди 
ыы + у ди + 

42, р | аеацагаи + вагауаги, . И 2 604 

ГДЪ Н безконечно малая перваго порядка. 
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Сумма первыхъ четырехъ членовъ въ предыдущемь выраженши 
можеть быть легко преобразована, для чего помножаемъ уравнешя 

{14) на м, ©, 2 и складываемъ; въ такомъ случаЪ получимъ въ лЪвой 

части 

аи ас аш 

(и тя 9 в), 
а въ правой умму вышеуказанныхъ членовъ. Но очевидно, что 

Чи ас ` аш а (ее и а 
и Г + ч) ==.0 в й а ош @) =? 4 > и 

Обозначая сумму поелбднихъ девяти членовъ въ прямыхь скоб- 
кахъ черезь ©, можемь работу силъ приложенныхъ къ нашему па- 
раллелепипеду представить такъ: 

5? 
5 - ›‚ асауага {+ (@Ф-- В) ах ау аг ав 

замфчая что р 42 4у 42 =8т есть величина постоянная для даннаго 

элементарнаго параллелепипеда, равная его массЪ, не измфняющаяся 
при деформацёи, можемъ написать, что вышеуказанная работа равна: 

а ыы - (О-В) ас ау аз 4. 

Если проинтегрировать послфднее выражене по всему объему, 

занятому нашимъ сплошно-деформирующимея тЪломъ, то должны 
получить работу вефхъ внфшнихь силъ, приложенныхъ къ разсматри- 

ваемому тълу, которая составится изъ работы поверхностныхъ силъЪ 

и работы силъ на единицу маесы. Въ наиболЪе общемь случаЪ сюда 
долженъ быть прибавленъ механическй эквивалентъ извн% приведен- 
наго тепла. Въ дальнфйшемъ мы предположимъ, что нЪтъ ни привода 
извнЪ, равно какъ и отдачи тьломъ тепла. 

Съ другой стороны эта сумма должна быть равна полному изм- 
ненпю энерги за взятый промежутокъ времени. 

37. Мы видимъ, что работа везхъ силъ, приложенных къ раз- 
«матриваемому ›менту за безконечно малый промежутокъ времени 

4, слагается изъ приращеня живой силы его, т. е. кинетической энер- 
ги, и изъ работы поверхностныхъь силъ, дающихъ, слЪдовательно, 
измЪнеше потенщальной энерги, 

Обратимь внимаше на эту работу поверхностныхь силъ, т. е. 
на член: 

(О -- В) ах ауаз ав 

Отнеся ее къ единиц объема и времени и переходя къ предфлу, 

когда А=0, получимъ, что она равна ©, и слагается изъ вышеука- 

занныхъ девяти членовъ. 



Помня, что 

и обращаясь къ обозначенямъ (49), можемъ написать на основан!и (104): 

Ф=ах,-- Ву + ей, Е ЭХур Ур 2 рь ... . (105) 
Для однороднаго, изотропнаго тЪла, пользуясь выражешями (88) 

для напряженй, найдемъ: ` 

= фр (ато (а ь + 2 - 2 (а + Эр? + т 

— 2рь? Эр ежи ны зы ® (108) 

Первый членъ полученнаго выраженя, на основанйи (57), пред- 

ставляеть работу деформащи (отнесенную къ единиц времени и объ- 
ема), подъ дЪйстыемъ равномфрнаго со вефхъ сторонъ давленй р, 

при скорости деформащи 9, или что тоже (а--6-- с); съ измфнешемь 

знака у деформаши мЪняется и знакъ этой работы, т. е. энер я за- 

траченная при сжат, при расширеши въ прежнее состояне возста- 
новляется сполна, другими словами разематриваемый членъ представ- 
ляетъ работу нЪкотораго обратимаго процесса; это есть потенщаль- 
ная энермя деформащи. ЗдЪсь предполагается, конечно, что р зави- 
сить лишь оть р, т. е. оть удфльнаго объема; въ такомь лишь случа 
выражен!е —р94е можетъ быть полнымъ дифференщаломъ, т. е. пред- 

составлять работу обратимаго процесса. 

Остальные два члена выражешя (106) остаются всегда положи- 
тельными и представляютъ собой потерянную механическую энергю 
обращенную (вообще говоря) въ тепло. Эта часть работы представится 
функщей 

ФЕ ао и-ра ара ара-- эр)... (107) 

Функщя Ф есть, по терминоломи лорда Кау]ею’а, „функнея раз- 

еъяня“. 

Введемъ обозначене 

РЕФ. 408) 

Сравнивая съ формулами (88) находимъ что: 
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Слфдовательно Е есть какъ бы потеншальная функщя напря- 
экенй, считая за параметры, характеризуюние ихъ для данной точки: 

а, 6, с, Эр» Эр» ЭР. 
Такимъ образомъ функшя ЁР принимаетъ слЪдуюний видъ: 

Е= Мга-Е Муь- Мс --2Тер Тур --2Т.рь.. . (108,4) 

38. Функщи разсЪяшя Ф можеть быть просто разложена на 
сумму шести квадратовъ*). Не приводя выкладокъ пишемъ: 

ое уе 
+[*+ ( 

Такъ какъ подкоренныя количества въ послднемъь выражени 
должны быть веегда положительными для сжимаемаго тла, то отсюда 
находимъ, что 

и а СИС ое 

Мы видимъ, что гипотеза Стокса ($ 32) есть предЪльный случай 

послфдней зависимости. 

Функщя разсЪяня Ф можеть быть также выражена черезъ нах 
пряженя въ данной точкЪ. Для этого изъ равенства (88) опредЪляемъ 

Ра, р», Рз черезъ Т,, Ть, Та. 

ЗатЪмъ складываемъ первыя три равенства (88), откуда находимъ: 

тдЪ 

Отсюда, подставляя значеше (а-- Ь-- с) въ выражешя для К, 

№, №., имъемъ: 

1 3). т 1 М = [№ — рая |, 

3% 

*) См. М. ВгШоши. Гесопз зи а У18е05Н6 4ез НаийЧез её 4ез 2ал. Рали8 1907. 
$ 26, стр. 34. 
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Найденныя выражен я для а, Ъ, с, р, ро, рз подетавляемъ въ (110); 
поелЪ простыхъ передЪлокъ получимъ: 

оон ь очки уния 
+( в |+ [м-р (И 2* -1) Е _ 2 _ 

Эр ) ЗА -Е 2 

ини ЧЕзти-ьатуи ата] ых . (112) 

Дадимъ теперь другое преобразоваше функщи Ф, имфющее зна- 
чене въ дальнфйшемъ. ы 

Для этого прибавимъ и отнимемъ оть правой части равенства 
(107) 240°; помня, что 9= (а-+--е), найдемъ: 

Ф—= 0. 2)0* --4(ро ру -- р? — а6 — ас — 0)... (107,4) 

Обращаясь къ обозначешямъ (45) и (49), можемъ написать, что 

0% ди ди дш ди 0% 
р-р раз == 2 9.2 0, -| = ‚ 9% 

0% ду т 0 0% Го 9' 

ЗамЪфчая, что 

6,2 | ©? -- 0,2 = 07, 

гдЪ ® угловая скорость вращеня частицы (вихрь), имфемъ: 

Ф—(--24)0* дни 4 ди 06 _ ди 4% т .ди де _ 
ду 05 9% ду 0% 0 

02 0х м =) + (м = —& 9) 
Для нахожденшя энерми Г, разсЪянной внутри нЪкотораго объ- 

ема, занятаго движущейся жидкостью, нужно взять интегралъь оть 
функщи Ф, распространенный на этоть объемъ. Имфемъ: 

р= ода = 2) (К 6? 4хауаг 4 | | | отдедуаг + 

ая (с. ПИЯ ГЕ АОИ (114) 

тдЪ черезъ О, О», О, сокращенно обозначены слагаемыя, стоящя 
въ прямыхъ скобкахъ въ (113). Послфдый тройной интегралъ легко 
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можеть быть преобразованъ въ двойной, распространенный по поверх- 
ности разсматриваемаго объема. Очевидно, что: 

ли ВА 
ред е редунн 

аналогично найдемъ: 

осела [жа [[[= р ал ду аг. 

Зам чая, что: 

4уаг =145, ахаг = таб, ах ау = па5, 

гдЪ 1, т, п косинусы съ осями координать внутренней нормали къ 
поверхности, ограничивающей нашъ объемъ, а 45 — элементъ этой 
поверхности, и вычитая изъ перваго результата, второй, получимъ: 

о В ы 
и 1 | 45 

Распространяя этотъ результать на (ъи О, можемъ написать: 

| [оллеауая -|(( Га и —ю Е ") а8, 

она ауа= =[(( о п—в © т) 45. 

Поэтому находимъ для Ш, окончательно, такое выражеше: 

2=0+2) {[Гезо во вера [(Гозаг ау ав Ё (= 

—. 2) +» (и м 0%) |248... . @15) 

Послфднй тройной интеграль въ (114) можеть быть преобразо- 
ванъ и по другому, пользуясь соображешемъ, что къ подъинтеграль- 
ной функщи въ тройномъ интеграл можно прибавить любую функцио, 
тройной интегралъ оть которой, въ тЬхъ же предЪлахъ, равенъ нулю. 



Нее 

Въ дальнфИйшемъ мы будемъ пользоваться обобщенной формулой 
Грина въ видЪ: 

сы Е2 5% + ВЕ и) агауаг = - [№ |- От -- Вт) 48, .. (116) 

гдЪ Р, Ои В функщи, каждая, оть х, у, 2; а 1, т, п_косинусы съ 

осями внутренней нормали къ пограничной поверхности; и теоремой 
Грина, выражающей, что: 

(25 я 75) а5= [(озео - ОАаТ) ах дуаз,.... ап) 

гдЪ А? символъ Лагранжа, и—внутренняя нормаль. 

На основанйи вышесказаннаго можемъ написать, что: 

э[[[ +0. + дааа = (+ ++ буааиаз--[[ | (+ 

М: ди9 ды +9 + - 7) авиа = [[ [240,05 9+ и 

+ |244 крииы Злая (118) 

Дьйствительно, пользуясь (116), находимъ: 

С. [Е + - и + в )4= ау аз | (Ш -- ст -- еп) 045. 

Разсматривая двойной интегралъ правой части посл$дняго ра- 
венства, замЪчаемъ, что для несжимаемой жидкости, т. е. для 9 =0, 

онъ всегда равенъ нулю, независимо оть поверхности, на которую 
распространенъ, т. е. независимо отъ того будуть ли это дЪйстви- 
тельныя границы жидкости, или геометрическая поверхность, задан- 
ная въ ея потокф. Если жидкость сжимаема, т. е. 9=0, то для не- 
подвижныхъ границъ, на основаши условя (38, а) $ 13, имЪемъ: 

ш- ст ип =0, 

т. е. двойной интеграль опять обращается въ нуль. Въ случав по- 

верхности смачиваемой жидкостью, т. е. при коэффищенть внфшнаго 
тренйя у=оо, при неподвижныхь стЬнкахь и=0, г==0, № =0, зна- 
чить и въ этомъ случаЪ двойной интегралъ обращается въ нуль. 

Поэтому, имя ввиду вышеуказанныя услошя, можемъ считать 
равенство (118) вфрнымъ. Подъинтегральная функшя, стоящая въ 
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правой части (118) въ прямыхъ скобкахъ, посл дифференцирован!я, 

перепишется такъ: 

ди \? би 9% ди ди др ди ди | 

(=) Ко Году Гр Гоа 8 даб: | 

ди 6. дю, (* у ге 200 00 
--ду ‘д " бабу + ду а 

ди ди 9% де ди. > 040. ди \? 
бе в 1" а бу Г” дуб т "де ЕС )- 

Каждая строка можетъ быть замЪнена соотвфтствующими сла- 

гаемыми слБдующаго выраженя: 

на 
Чо и + и) Е 

Для дальнЪйшихъ преобразован!й разсмотримь выражеше, сто- 
ящее въ скобкахъ перваго слагаемаго. 

На основани уравненй (14) $ 6, можемъ написать: 

ЭХ + 2% ‚ 9Х. ди би ди | к 
аа бу %) И бр бу т" ва 

съ другой стороны, сравнивая съ уравнешемъ (31, а) $ 11, имфемъ 

1/Х» ‚ ОХу ‚ 0х. \ ди _ дн ы ры ++) = + 2% — в. 

На основан и этого 

Е ДЕ С 
д Е д 5 Г 

Произведя аналогичныя преобразован!я въ (119) для двухъ дру- 
гихъ слагаемыхъ, перепишемъ (118) такъ: 

з[[ (С, -- 0, -- 0%) @ ду
 42 (> а до? 

А 2 )атауаг-- 

(и, — 003) , д (ив: — шв), д(0и, — ив.) +2 ры имн бы ед, 



нба 

или, обращаясь къ преобразовашямъ (116) и (117), и полагая въ по- 
слфднемъ изъ нихъ У=ти 0О-==5?, найдемъ: 

з[ [оу о,+ 0.) @=дуаа—— = 7 аз —2 Пе ЭВ 

Зо, — одт Е вы — мои] 5, ая * 20020 

Такимъ образомъ (114) приметь такой видъ: 

+ 2н) Ш 9: 4х ау аз + ав М ©’42х Чу 4 — в (| ыы 45 - 

з/]Ь тп 

+в шо | 48........ (114) 
ЛЬ | ор вы в, | 

р 

39. Теперь мы можемъ сдЪлать н$Фкоторыя заключешя о поте- 
ряхъ энерми при движени жидкости. 

Для невязкой жидкости, т. е. при и=0, вся потеря зависить 
оть 0, т. е. оть сжимаемости ея, такъ что въ идеальной жидкости, 
для которой и 9 =0, разеъяше энерги не иметь мЪста. 

Въ томъ случа, когда между }. и и существуеть зависимость, 
по которой для и=0 и )=0, какъ напр. по гипотезь Стокса 
{$ 32), гдЪ 

3. +2 =0, 

разсъяше энерми не будетъ и при 9=6, лишь бы жидкость была 
невязка, т. е. и=0. 

Если жидкость несжимаема (т. е. 9—0), но вязка, то, какъ ука- 
зано выше, послЪднее выражеше для О имфеть мЪсто для любого 

объема, выбраннаго внутри жидкости, причемъ въ нуль обращается 
лишь первое слагаемое (передъ остальными стоить множителемъ р). 
Если при этомъ объемъ ограниченъ тверцыми стЪнками, на которых 
нЪтъ скольжения, т. е. о=0 (а слЪдовательно и и == 0), тои 

два послфднихъ интеграла по поверхности обращаются въ нуль, и вся 
потеря ДР сведется къ 

р [ада ...... (89 

Отсюда заключаемъ, что въ вязкой несжимаемой жидкости, дви- 

жущейся внутри замкнутаго объема безъ скольжешя по стЪнкамъ, 
разсЪянная энергйя зависить исключительно оть вихревого состоян{я 
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движущейся жидкости; если жидкость можеть двигаться съ потен- 
щаломъ скоростей, т. е. о=0, то разсвяшя энерми нЪть *). 

Къ тВмъ же результамь можно было бы прти, пользуясь вы- 
ражешемъ (115) для 0, выведеннымъ нами. 

Глава [Х. 

Вихревое движене вязкой жидкости, 

40. Въ главЪ ГУ, 20, 21, 22, 23, 24 приведены законы вихре- 

вого движешя идеальныхъь жидкостей. Посмотримъ теперь, какими 
свойствами обладаетъ вихревое движеше вязкой жидкости. 

Мы ограничимся вязкими, несжимаемыми жидкостями, уравнея 
движеншя которыхъ (90, 6) имфють видъ: 

би ‚ди ди ди 1 = 
р” Гу + ре р де + и, 

СВК 96 ‚06 ‚_ 1 бр ых 
д Кб + Эу о у 2 би + КА, . (905) 

бь ди би 0 _, 32 ела. 
а + р К? ’ду Ни. РА - -д=_ + и. 

Такъ какъ въ данномъ случа 9—0, то выражене 42и можеть 
быть представлено въ видЪ: 

9 ди 0?и 0? вре 5. р: - 
== 02?" бу 02 ` в. 

ди ‚би д [ди | 0% | дю ее АИ, 
т ду? 1 ба бт\ бд | бу +) 

ди 9: ( 925 би ) ме > ( = 3 ь КГА 3 ди м) ° ( де _ =) 

022 0х0з \бжбу ду 92 05 ду \ 0% бил 

*) Замьтимъ здЪеь, что выражене для Ш въ видф (114, а) приведено въ 
вышеуказанной работф М. Вгоцига ($ 26, стр. 34, 35), но данъ невфрный вы- 
водъ его. Для чаетнаго случая, 9 — 0, ем. Н. ГашЪ, ГевгБаеь 4ег Нудгодупали, 
1907 г, $ 317, (11). 
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Обращаясь къ обозначешямъ (45), и примФняя то-же преобразо- 
ване къ 420 и 426 можемъ написать: 

ми (2% 9). о (>>), Аш = =з(— %)- (22) 

Если изъ уравненй (90,6) опредЪлимъ Х, У, # и сравнимъ съ 
уравнешемъ (31, а), полученнымъ для идеальныхъ жидкостей, то за- 
мтимъ, что результаты будуть отличаться на члены вида: 

— КА?и, — КА, — КА? 

поэтому, пользуясь (122) мы можемъ уравненя (90,5) переписать въ 
такомъ видЪ: 

до, _ д х=и (Ри) ж+ 2 (во — 0) — 2% 5—9), 

д диз _ ды, У= %(Р+- + 2 ив) — 28 (9—9), .. (123) 

2=#(Р+- и") +2 (0,0 — ви) — ак (2% %=). 

Продифференцировавь первое уравнеше по у, а второе по хи 
вычтя первый результать ихъ второго, получимъ: 

Хх _ ду _ ди 9% |2 (5 9 70% _, 00 р... 

ду бе бий дб "бу "ду ° ду ду 

ь п 

И (> да 
0: 0х 0% 0х деду д 

02 в =) 
022 беде 



К: — 

обращаясь, кромЪ того, къ обозначенямъ (45) можемъ написать: 

ди 9% _ д (ди м) —_о 9% . 
бу дж = \ бу 0х Бо 

на основан!и (54) имфемъ: 

02%, ‚ 0% (= р) —_ 9:6 
9:0% Г дгду = д= 

на томъ же основан!и: 

об, Чо =— де. . 

кромЪ того изъ (17,5) вытекаеть, что 

Воспользовавшись этими преобразованями мы можемъ предыду- 
щ результать дифференцирован!я представить въ такомъ видЪ: 

1удх _ 07 _ ды _ д _ ба _ ды 
(5- з=)= И" и я де 1 

д де 0203 | 0: 
ебу 5; = (5 РЕ и (124) 

Первые четыре члена правой части равны, какъ легко замЪтить, 
, 

——. предполагая, кромЪ того, что силы на единицу массы имЪ- 

ють потенщалъ, перепишемъ послфдШй результать въ слёдующемъ 

видЪ: 

а 02: ы. р 02% ) 
@ ны +# (‘= ди += )` 
Дифференцируя въ (123) первое уравнеше по 2, а третье по х, 

и вычитая одинъ результать изъ другого, потомъ второе уравнеше 
по 2, а третье по у и вычитая опять, найдемъ въ конц концовъ еще 
двЪ зависимости, аналогичныхъ послЪфдней. 

Такимъ образомъ мы имфемъ: 

5, ди | ди ди (= 02, ‚ 05, 9 
| + 

а = ор Г бу 0 НИ (Гав | ду ба 

455 9% дь д 9255 | 0%, | 025 ы 

& =: `бх + ду №62 + (5 ду: 98:), :: 35) 

493 9 де ‚ [9205 ‚ 02%; | 0; \ 

ое ду дв + (++ в). 
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Эти выражене подобны выражешямъ (59, Ь), приведеннымъ въ 
главЪ 1\, гдЪ рфчь шла объ идеальныхь жидкостяхъ. И дзйстви- 
тельно, полагая въ (125) К =0, т. е. жидкость не вязкую, находимъ, 
что выражешя (125) переходять въ (59, 6). 

Полныя производныя по времени от ®,, в, о, стоящия въ лВ- 
выхъ частяхъ послфднихъ равенствъ, представляють собою скорости 
измфненя составляющихъ по осямъ координать вихря в, принадлежа- 
щаго какой-либо вполнф опредфленной частиц жидкости. 

4. Послёдвя выраженя даютьъ возможность сдЪлать нВкоторыя 
важныя заключен!я о вихревомъ движени всякой жидкости. 

Если въ какой либо моменть времени для какой либо точки жид- 
КОСТИ 9, =. =. =0, то выраженя (125) примутъ видъ: 

‚ [9-5 ‚д 

(= ВИРТ 

Чо, _ 05. . 

Е: Ве +° Зе . (126) 

а 

при чемъ правыя части могуть не обращаться одновременно въ нули 
для разсматриваемой точки въ данный моменть времени; другими 
словами точка жидкости, двигавшаяся въ данный моментъ съ потен- 
щаломъ скоростей въ слфдующий моменть будуть двигаться вихре- 
вымъ движенемъ. 

Мы видимьъ, что законъ сохраневя вихрей Гельмгольца для вся- 
кой жидкости въ общемъ случаЪ, не иметь мЪета. 

Если бы для какого либо момента времени для всЪхъ точекъ 
внутри объема, занятаго движущейся жидкостью, мы имфли ®; =. = 
=, =0, то правыя части должны тоже обратиться въ нуль для то- 
чекъ внутри объема, но не для поверхности его, т. е. и въ слфдую- 
щй моменть внутри объема не будетъь вихревого движешя, съ по- 
верхности же внутрь жидкости вихри могутъ распространяться. 

ПослЪднее заключене сдЪлано на основани извфетныхъ свойствъ 

функщи. 
Если какая либо функщя трехъ независимыхъ перемЪнныхь 

2, у, = и параметра &, для какого либо частнаго значешя # обраща- 

ется въ нуль внутри какой либо замкнутой поверхности, то внутри 
той же поверхности и для того же значешя #, обратятся въ нули и 
всЪ частныя производныя этой функщи; для точекъ же поверхности, 
ограничивающей разсматриваемый объемъ послфдиее обстоятельство, 
вообще говоря, мЬета не имфеть. Указанная выше функщя иметь 
аналитическое продолженшя и за предфлами поверхности, не имфющее 
физическаго значен!я въ разсматриваемомъ вопросЪ. 
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Примфромъ можеть служить функщя 

Чеу, 2. =а1—е “9 У-я-у-# НР), 

обращающаяся при # = въ нуль со вефми частными производными 

внутри объема, ограниченной сферой радуса г; для точекъ же по- 
верхности этой сферы эти частныя производныя отличны отъ нуля 
(нЪфкоторыя обращаются даже въсс). 

Такимъ образомъ мы видимъ, что въ вязкой жидкости, находя- 
щейся подъ дфйстыемъ силъ на единицу массы имфющихъ потен- 
щалъ, и движущейся въ какой либо моментъ съ потенщаломъ скоро- 

стей должно возникнуть вихревое движене, источникомъ котораго 
являются поверхности ограничиваюция жидкость. 

Эти вихри, распространяясь въ жидкости, являются причиной 
неизбЪжныхъ потерь энергии, сопровождающихъ движеше вязкой жид- 

кости. Для простЪйшаго случая эта потеря дается выражешемъ (121). 
Является вопросъ — можеть-ли вязкая жидкость двигаться съ 

потенщаломъ скоростей. Обращаясь къ выражешямъ (122), мы ви- 

димъ, что существоване потенщала скоростей, т. е. 

©; =©.=0.=0, 

приводитъ насъ къ уелов!ямъ: 

А?и = 0, А20=0, Аш = 

Эти услошя обращаютъ уравненвя движен!я вязкой жидкости 
(90, 5) въ уравненя движешя идеальной жидкости, такъ какъ равно- 

сильны положен к=0. Другими словами: движене вязкой жидко- 
сти съ потенщаломъ скоростей ничфмъ не отличается оть движешя 
идеальной жидкости при прочихъ равныхъ условяхъ. 

Но какъ выше было указано, такое движенше въ вязкой жидко- 

сти будеть неустановившимся и непрочнымъ, такъ какь стёнки яв- 
ляются источникомъ вихрей, которые и разрушаютъ движеше съ по- 
тенщаломъ скорости. 

42. Въ заключеше этой главы разсмотримъ одинъ интегралъ 
уравнешй движеня вязкой, сжимаемой жидкости, являющийся 0боб- 
щешемъ интеграла (32), т. е. теоремы Бернулли. 

Для этого предположимъ, что силы на единицу массы, дйствую- 
ния на нашу жидкость, имфють потенщалъь и произведемъ надъ 

уравненями (90) ть же преобразован!я, которыя произведены надъ 
уравнешями (30) на стр. 16, удерживая обозначене (28) и (29). Урав- 

нения (90) ьъ результатВ дадуть слвдующую зависимость: 

8 (пс : 95, _ В) й ана а5 (0 у .) & р @8 : 49 Аг 

— А2 сау-| 4? шаг), 
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сюда вместо р должно быть подставлено его значене изъ (17,а) стр. 55. 

Интегрируя вдоль лиШи тока оть 0 до , найдемъ такой интеграл 
движеня: 

‚8 8 

02 5? ‚ (95. ь 40 
Вы (" Е нь о» 

о о 

5 
(\?иах -- АЗоау А2еа2) 

й г . (32а) 

о 

Для случая несжимаемой жидкоети, т. е. р = соп8ь, на основани 
(17,6), (19) и (29) можемъ написать: 

8 

= ). = ь вешь нев 

о 

‚8 

95 } ое: 

о 

Первый интеграль въ правой части послфдняго уравненя есть 
разсфянная энермя (потеря) на разсматриваемой части лини тока, 
разсчитанная на единицу массы и отнесенная къ единиц времени. 

Въ дальнфйшемъ мы разсмотримъ нЪкоторые частные случаи 
движеня вязкой жидкости. 

Глава Х. 

Цилиндричесыя координаты. 

43. Въ значительномь числЪ весьма важныхъ вопросовъ при- 
кладного характера течеше жидкости приходится разематривать какъ 
движене симметричное вокругь н%которой постоянной оси. Такъ 
напр.: движеше воды въ колесахъ турбинъ и центробъжныхъ насо- 
совъ, въ трубахъ и т. д. 

Въ этихъ случаяхь вмЪсто прежнихъ декартовыхъ координатъ 
гораздо удобнфе пользоваться цилиндрическими координатами, въ ко- 
торыхъ положене какой либо точки опредфляется ея разстоящемъ 2 



отъ нзкоторой опредъленной плоскости (черт. 6) и полярными коор- 
динатами г и $ проэкщи этой точки на ту-же плоскость. 

Формулы  преобра- 
зован1я отъ декартовой къ 

цилиндрической систем 
координатъ будуть 

%=1681, у=тгзту, 

#=2. (0 

Полагая одну изъ 
координать постоянной, 
мы получаемъ такъ назы- 

П ваемую координатную по- 
верхность; такъ у:=6078. 
даетъ круговую цилинд- 
рическую поверхность съ 
осью 2; ф == с018ё. — илос- 
кость, проходящую че- 
резъ ось Й; 2=0018. — 

плоскость  перпендику- 
лярную оси #. Черезъ 
каждую точку простран- 
ства проходить три вза- 
имно-ортогональныхъ ко- 
ординатныхь  поверхно- 
сти, попарно пересЪкаю- 
ицяся по тремъ, такъ же 
взаимно-ортогональнымъ, 
координатнымъ линямъ. 

Координатная лиШя 
2 —= 6018, ф = 6018. есть 

прямая, перпендикулярная къ оси 2, пересЪкающая ее; координатная 
ЛИН у = 6018Ё., 2 = с0п8{. есть кругъ, плоскость котораго перпенди- 
кулярна оси 2, съ центромъ на той же оси; координатная лин я 

$ = 60184. 7 == с0п8ё. есть прямая, параллельная оси #. 

Проведя въ разсматриваемой точкЪ пространства прямыя, каса- 
тельныя къ координатнымъ линямъ, проходящимъ черезъ эту точку, 
получимъ три взаимно перпендикулярныхъ прямыхъ, называемых 
координатными осями системы въ данной точкЪ. Мы видимъ, что 
координатныя оси нашей системы перемфщаются съ перемфщенемъ 
точки. 

Черт. 6. 

44. Преобразуя уравненя движеня къ нашей новой систем 
координать, мы должны не только вмфсто прежнихъ координать 
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т, у, =, ввести новыя /, $, 2, но и спроектировать всЪ силы, скорости 

и ‘ускорешя на новыя координатныя оси. 

Замфтимъ, что за положительныя направленя координатныхь 
осей считаются тЪ направленйя, по которымъ координаты, соотвт- 
ствующё этимъ осямъ возрастаютъ. 

Элементь объема въ цилиндрической системф координатъ, какъ 
это легко замфтить изъ чертежа, будетъ: 

аа" а ......... (27а) 

Мы ставимъ себф задачей преобразовать къ цилиндрическимъ 
координатамъь дифференщальныя уравнешя движеня вязкой несжи- 
маемой жидкости въ видЪ (90,5). Для этого найдемъ сперва проекщи 

на координатныя оси В, Т, #, ускорен!я точки М, а затЪмъ и силъ 
(на единицу массы) дЪйствующихъ на эту точку. Замфтимъ, что для 
новой и старой системъ координать проекщи на оси 2 равны, поэтому 

въ нихъ остается произвести лишь замфну перем%нныхъ. Для проек- 
ЦИ же на оси В и Т мы воспользуемся слфдующимъ соображе- 
немъ. 

Изъ чертежа (черт. 6) легко получаются слфдуюция зависимости 
между проекщями вектора И” на оси В, Т, Ри х, У, 2 

= Иез у 81$, 

У: = И ус} — Из, ...-.... . (128} 

=. 

Обозначимъ проекщи скорости точки М на новыя оси черезъ 
46, 6ь ш.. На основан и послднихъ зависимостей имфемъ: 

4х а 
мрт, 

ш;:= ео 8$— = зп $, 

иж г 
= а: 

Пользуясь значешями для 2, у, г (127), находимъ; 

ах а’ Е 

В ак ак 
ы лье ИУ 

ау _ а 



Отсюда 

№, =“. = аЁ' МИ Е а (130) 

На основав и этого равенства (129) могутъ быть такъ переписаны: 

и = 6,68 $ — юбтф, 

оао Ею, , еее (131) 

шв = ю.,,. 

Для нахождешя проекщй ускорешя на новыя оси, нужно въ ра- 

венство (128) вмЪсто И”, И’ га 9% . 

ав 
Е: Предварительно преобразуемъ эти производныя, пользуясь (131) 

+ И”. ветавить соотвЪтственно 

и (130), къ новымъ перемЪннымъ. 

ИмЪемъ: 

= и ы — шп <. ту =. 0,683 ы. = Го р 

Но 

а би й 

ни ыы 
‚ао _ аш; 
4 щ’ 

На основан (130) можемъ написать: 

ар ри, — ар, и ат 1 гаш, + шаг 1 а (0) 

@ * Шт ш т @ т @_ 
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Обозначая проекщи ускорен!я на новыя оси черезъ 1, 7}, 7: И 

подставляя посльдн!я выражен!я въ (128), находимъ: 

аи,  ир 

и Зи 
г ар) 

= Е оо в а м К 133 
= @ о) 

я аш. 

5=—4' 

Это и суть искомыя выраженя проекщи ускорешя матеральной 
точки на координатныя оси цилиндрической системы координатъ. 

45. Для нахождешя проекщи на ть же оси силь на единицу 
массы нужно въ (128) вмфето И», у, У’,, подставить соотвзтетвенно 

правыя части уравненй (90,5), предварительно преобразованныя къ 
цилиндрическимь координатамъ. 

Замътимъ сперва, что 

= у, цз=; а хай (134) 

откуда, беря оть обфихъ частей этихъ равенствъ частныя производ- 
ныя по фиуи пользуясь (127), находимъ: 

д" _х 9% _ _ ся? зп 
дет Ч = в = ’’ 

ИА (135) 

оо ВВ ЗИ ЕД 
ди т "р х т’ 

Поэтому: 

др _ др ди, др 03 _ бр „,_ бр зу 
д — бт бт ^`0р ба = 0" “бд г’ 

т. (136) 
др _ др 97, др 0 _ 9 „др 84 
ду — бт бу + 0 би "Та, т, 



ан 

Обозначая, затЪмъ, проекщи силъ на единипу массы на оси В, 

Т, 2, черезъ В, Т, 2 и имя ввиду обозначения (5), на основаши (128) 
пишемъ: 

Е = Хезу- Узпу, 

ги, ит и 9 (137) 

=17. 

Остается преобразовать къ цилиндрическимь координатамъ выра 
женя: 

Аи, 4%, Аш. 

Для большей ясности дадимъ сперва общёя формулы преобразо- 
ван!я, а затЪмъ примфнимъ ихъ къ нашему частному случаю. 

Если Ф есть функщя отъ координать х, у, =, то, пользуясь (135), 
можемъ написать: 

м, 0 в 
02 — бе бр Г бр бе би бу г’ 

и ал 9% де 0% 05 $ т а. ... (38) % 
бу д ду’ 0 би бб 

Е?) 2 
02 92 

Отсюда, дифференцируя еще разъ соотвфтетвенно по &, у и 2: 

0% _ 0 [9 2 —_9 (0 в, % зу вт 
дла — би ‘ди 90 )=* (а —ь = 

бу 81989 +2 50 ср, 0 я $ 96 ато 
930" г 9% 7? и + д? т 

04 _ 9% пи. 9 633 9 (4% 0% с84\с8$ 
ди = (5 "+ 2) тт + (5 Е: м 

5 0$: а 0% сзузту хе 2.9% с8 пФ 9% ре 

2 940" т 9 м Тб ыы 

р (139) 



и: 

Складывая послфднйя три равенства, находимъ: 

а 9% ОВНА 2, — Оф 1 т 94 | 0% 

02: Т ду 02: 0 т 0" 7 д Т 0’ 

или такъ: 

скай: 08. 1.02 024 м (9) = я ие 5 (140) 

Для нахождешя А?и, &20, Аш вмЪфето ф сюда должны быть под- 
ставлены послфдовательно и, ©, № изъ (131), выраженные черезъ 
№, ь ш.. ПослЪ простыхъ передфлокъ найдемъ: 

1 ду 4%, и, туд, ди 9, 

ых | в я (9—9 )+ а |7 — 

= д (=) = Е (5 2 ее 

1 8 д, Г 1 у 2, ди 92; 
Аг | (, ”) = мы —2 д + гв | 

10/0 и т / 92% ди, 9; ] о 14 

[5 % (7) Г: (т Еее + о 

420 
1 0/00: т 0: 92. 

г ь т д дг: ° 

Подставляя послёднйя выраженя и (136) въ правыя части урав- 
нешй (90,6) мы найдемъ проекщи силъ на единицу массы на оси 

Х, У, 2, преобразованныя къ цилиндрическимъ координатамъ. Для 

нахожденя ихъ проекцИ на оси А, Т, 2 нужно правыя части первыхъ 
двухъ уравненй, преобразованныя къ новымъ перемЪннымъ, подета- 
вить соотвфтетвенно вмЪсто И’, и И’, въ равенства (128). 

ЗамЪчая, что 

5 ди 
а - 
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и пользуясь зависимостями (137), найдемъ окончательно искомыя про- 

екщи въ видЪ: 

1 др дут 0 (6,7) туд, ди 92, 

Е Й + ®[ (4 0 + (55 —: 9 + д | 

тт др д ги 9’) 10 ди, \ д 

о ВСАСК и] ии де +2) +9 |! 
ха 24449) 

1 бр 1д ди, 1 д. 9%, 

та. д) ор Кода | 

Приравнивая эти выражен!я соотвфтственно проекщямъ 7» Ль 72 
ускорешя точки на тЪ же оси, на основанйи (133), получимъ диффе- 
ренщальныя уравненя движен!я вязкой, несжимаемой жидкости въ 
цилиндрическихь координатахъ въ видЪ: 

а, 6 1 др Эт 916,7) 1 (9 
4 МА РР г = т а) 3 д 

а 9, 

РГ аа | 

1 а) 1 др „Гагт 9) Е 

том Тор + [2+ + 

Чи; ‚„ Г др т дг 9%, 1 би, 0, | 

а 2-2! | (= да || 

Для сжимаемой жидкости нужно было бы, на основанйи (92), къ 
правымъ частямъ послфднихъ уравненй прибавить силы на единицу 
массы: 

уфы 00 зн 00 1 ин 00 
р 9’ р би’ р 0 

преобразованныя, подобно предыдущимъ, къ новымъ перемннымъ и 
спроектированныя на новыя координатныя оси. 



0 00 0,20 5 _ 9 09 
07 — бт 02" р и бт т 

99 _ 00 9% 00 0; _ 0 1 08. 
ду ог бу бр бу бт "р д, 9% 

и подставляя въ (128), со0т- Помножая эти выражешя на 8 

вЪтетвенно вмфето И’ и И’ получимъ: 

‚о АИ 99. 
т 2 м’ 

: НиТ 09 
"= ЗЕ - (142,4) 

‚ Аи 09 а ды: 

къ цилиндрическимъ координатамъ будетъ дано далЪе. 
Для идеальной жидкости, т. е. при К==0, эти уравнешя пере- 

пишутся такъ: 

аш, и; 1 др 

там 

и А к (143,а) 
г м — г тд’ ы 

4, 1 фр 
Я 29 

46. Въ дальнфйшемъ намъ понадобятся выражешя для частныхъ 
производныхь оть и, г, ш пох, у, г, преобразованныя .кЪ новымъ 
перемфинымъ #, ф, 2. Для этого воспользуемся зависимостями (138), 

въ которыя вместо ф послфдовательно подетавимъ и, ©, 2 изъ (131). 
Выполнивъ дифференцироване, найдемъ: 

ди _ ди, ди ди, 314689 Е 87? 
о ри =-Е 

бир вт 51 9689 
бот т 
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ди ди, ди, би» 82% 81$ с8$ 
И у Ма = 

ди; зп с8$ (ег 
№ т ЕЙ „ 

ди _ ди, ди 
Ват ВЕ И: < але гении алка (144) 

5 ди, ди ди; зто зп Р ИН ыы >= # с8$. 
дб д Ч в Их 

диз 814 8 р 
5 : А че а 

7] # 

ди ди, : ди 6, зто 8: 68? бо в “ор вое М и, 

дир с8? 9 ту с? 
оф о И 

9% ди, д 

25 — де 81 д 8% 

дю 0, 0%. зп 

др у 

ди 9 

41. Пользуясь выражешями предыдущаго параграфа мы можемъ 
услове сплошности написать въ новыхъ координалахъ. Въ декарто- 

выхъ координатахъ оно имло видъ: 

Подставляя сюда значен!я частныхъ производныхь изъ (144), 
получимъ 

ди, 

0% 
Е. тж, ди, 
т РВВ а (145) + 



или 

9 
В ‚9% | м] ава) 

ег тб" 

Средняя часть этого равенства должна быть вставлена вместо 9 
въ выражен!я (142, а). 

48. Найдемъ теперь проекщи на оси А, Т, 2 вихря в, которыя 
обозначимъ теперь черезъ ®,, ®; ®. Для этого преобразуемъ его со- 

ставляющ{я ®,, 9», ®; по осямъ Х, У, 2 кь новымъ координатамъ, а 
затфмъ подставимъ эти выражен я въ (128). На основан (45) имЪемъ: 

-- {8-5 
ы = (= — %), мые оооВреО 

Подставляя сюда соотвЪтственныя выражешя изъ (144) находимъ: 

тут 0% диз 1 | д, ди 

== (х Эр дз )=— в т. )в 

тит 0%, 0% тудю, ди, 

ы 5 дет + > ( 92 ``" ев... 049 

т 1 о Е 5%) 1 те ыа 

ТЕ г / 2т\ 9% /" 

Уравненйя (128) дають намъ окончательно: 

ТЕ ди. ыы 1 т м 
п о Л, 9 

10%, 0%, 
за БЕ к . ® #051 

кг = (3. д" ) 4) 

$ ве” ел 
0" 09 /* 

49. Въ заключеше найдемъ проекщи на оси В, Т, 2 напряженй 

на три взаимно перпендикулярныхь плоскости ВТ, В2 и 2Т, прохо- 
дящихъ черезъ какую либо точку М (черт. 6). 
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Въ декартовыхъ координатахъ для этихъ напряженй мы имфли 

въ гл. УТ выражешя (88), которыя могуть быть такъ переписаны: 

ди, 06 ди ›, би 9% дю 
а (9% в 2 о, 7» (5% + и), 

ди, 4% дш 0% др | ди 
Зу=--2 (5+ ж+ж) 1 в (= 5». = (88) 

9 9% Й д Й) 9 м Зе 
Искомыя напряженя, которыя мы обозначимъ черезъ 

М И ТТ... поло (148) 

могуть быть выражены черезъ з 

ВМ» МАТА 

на основан зависимостей (80) $ 29. Для этого, пользуясь чертежомъ 
(6) составимъ табличку косинусовъ, аналогичную (71): 

Подставляя соотвфтетвенно эти косинусы въ зависимости (80), 
найдемъ: 

№, = М, 829 + М, вт -2Т, 81 с8$, 

№ = №» зп? -- Му с9% —2Т, тр с8$, 

Т, = То с8$ — Ту вт, 

Т, = Ть зп -- Ту 8%, 

Т; = (М, — №,) зп с$ + Т, (682% — 817$). 
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Замфняя въ правыхъ частяхъ напряжешя №,» Му ит. д. ихъ вы- 

раженями изъ (88), можемъ написать: 

ди 9 \ ди 
—в--^ (сы ве ты На /* све + 90 ду 819 + 

тж 
ди 90 

м-р (0 + у бу += др 8+ т 

9 (+ 45) + (+25) м | 

Т;= в ( - 5 зпф с? (> зу + +%®) (с =] 

Если въ эти выражешя подставить частныя производныя вь функщи 
оть /, $, 2, пользуясь зависимостями (144), то получимъ окончатель- 

ное рёшеше нашего вопроса. Такимъ образомъ, послЪ простыхъ пе- 
редфлокъ находимъ: _ 

1 [9(ш»г) + а ыы 

м1 ди "+ 8 

1 [ет 9 9(ш.т) 1 ди; 

м-в о |+ (+). 

1 Где») дир бо) ди, м -р+а | а | ы 



ди 1 ди, в. 

15 Л 

Для несжимаемой жидкости, на основан (145, а) въ выражен!- 
яхъ для №, №, №, множитель въ прямыхъ скобкахъ, при 1, обра- 

щается въ нуль. 

50. Интегралы (32, а) и (32, 6) $42 преобразуютэя просто къ 
цилиндрическимъ координатамъ. Для этого беремь выражешя для 
9, ди, А?5, Аз изъ (145) и (141), затЪмъ, пользуясь формулами пре- 

образованйя (127), вводимъ вмфето 4х, ау, 42 ихъ выражен я черезъ 
ат, 4%, г. 

Въ (32, 6) измЪнится лишь первый интегралъ въ правой части. 

Посл преобразовашй онъ приметъ слБдующ видъ: 

8 
ди 1 1 / д, ди 92 ® ®. 9 ' Ш ' -- е " |4 

552 Ре а) | + 
о 

ди 16+ 1/0 ди, 92 

+[55( Ген (+в) + | 

1 ду 0%, 1 00, 0, 
42 

+1; 9% (" а" }+ [а д + ыы 

Глава Х[. 

Приложеня предыдущей теори, 

51. Въ настоящей главЪ мы раземотримъ рьшешя нЪкоторыхъ част- 
ныхъ вопросовъ, представляющихъ теоретическ!я схемы практически 
уже осуществленныхъ приспособлен! для использован!я энерги жид- 

костей и подъема ихъ. 



Шнуровой насосъ и его обращен. 

Въ введеши къ нашей работ было уже указано, что прюри- 
тетъ въ вопросЪ объ использоваши внутренняго трешя жидкости, 
какъ средства для перемфщен!я ея, долженъ считаться за профессо- 
ромъ Н. Е. Жуковскимъ, осуществившемъ и экспериментально изслф- 
довавшему эту идею въ видф шнурового насоса *). Мы дадимъ здЪсь 
теоршо этого насоса и обращеншя его, т. е. шнурового двигателя, 
основываясь на изложенномъ выше учени о движени вязкой жидкости. 

Пусть вдоль оси цилиндрической трубки радуса у, движется 
поступательно съ постоянной скоростью а цилиндрическй стержень, 
или шнуръ, рад1уса 7, такъ, что ось его все время совпадаеть съ 

осью трубки; ось трубки наклонена къ горизонту подъ угломъ а. Коль- 

цевое пространство между трубкой и стержнемъ заполнено жидкостью, 
движущейся велдетые движешя стержня и силъ сцфпленя проявляю- 
щихся между стержнемъ и жидкостью; изъ внЪшнихъ силъ на жид- 

кость дЪйствуеть одна лишь сила тяжести. (черт. 7, 1.). 

*) См. Проф. Н. Е. Жуковеюй. О трени жидкости при большой разности 
скоростей ея струй. Докладъ пят. водопровод. съЪзду въ г. ЮевЪ, вЪ1901 г. 

‘ 



— % — 

Примемъ ось трубки за ось , причемъ за положительное на- 
правлеше ея возьмемъ направлеше движеня стержня. Ось Х помЪс- 
тимъ въ вертикальной плоскости, проведенной черезъ ось 2, ось У 
будеть перпендикулярна къ этой плоскости. 

Разсматриваемое нами движене будемъ изелфдовать въ цилин- 
дрическихъ координатахъ, ось 2 которыхъ совпадаеть съ вышеука- 
занной осью 7, плоскость же полярныхъ координатъ хи ф есть плос- 

кость ху, причемъ ось Х будеть полярной осью, а углы $ будуть 
отечитываться отъ положительнаго направлен!я оси Х противъ часо- 

вой стр%лки. 
Имфя все вышеуказанное ввиду мы можемъ написать дифферен- 

щальныя уравнен!я движешя жидкости въ трубкЪ. 

Такъ какъ въ нашемъ случа силы на единицу массы въ де- 
картовыхъ координатахъ представятся такъ: 

Х = 963, У=о, И= — дзпа, 

то на основан (137) для цилиндрическихъ координать имемъ: 

В = 9682689, Т= — 068а81$, = — дзпа. 

Мы можемъ положить, что движеше происходитъ струйками, 
параллельными оси 2, симметрично относительно плоскости 22. На 
основани этого предположеня имфемъ: 

0, = Ш; =0 и №, = г, $), 

причемъ услове симметри даетъ: 

ш: (, $, г) = 1; [у, (2 — $), =]. 

Поэтому для нашего частнаго случая дифференщальныя уравне- 
ня движеня (143) перепишутся такъ: 

0 = с32 с8ф — Е 
? 

= — 9с8а8пф — 

Чи, — 101 
а ег - 

услове сплошноети (145) представится въ видЪ: 

ди. 
о еее озоь а 3168.) 

т.е. ш, есть функшя лишь отъ г и у. 
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Теперь мы должны установить услошя на границахъ. Концы 
трубки мы полагаемъ отрёзанными плоскостями 2 =; и =», при- 
чемъ для точекъ 

Р=у, Ф= 11 

т=т, = аа имфеть р=рь :....... . : (155) 

ВЪ остальныхъ точкахъ начальной и конечной окружности трубки мы 

полагаемъ давлеше распредфленнымъ по законамъ гидростатики. 
Такимъ образомъ для окружности ==, и=у, должны имЪть: 

р’ = р, + рдт» с8? с82, .... .... (154, а) 

а для окружности 2= 2», =: 

р’ = р. + р9т» с8$ 81... ...... . (155;а) 

Чтобы осуществить такое распредълеше давленй мы присоеди- 
няемъ къ началу и концу трубки раструбы (черт. 8 и черт. 7, 1), 

Черт. 8. даюцйе жидкости возможность 
' плавно втекать въ трубку и выте- 

кать изъ нея. Между раструбами 
и краями трубки устроены капи- 
ллярныя круговыя щели, отдЪ- 
ленныя оть всей массы жид- 
кости кольцевыми камерами, со- 
общающимися съ жидкостью н%- 
сколькими отверстями. Условя 
(154), (155) мы можемъ назвать 
гидростатическими условями на 

4 гранпцахъ. 

Усломя на внутренней по- 
верхности трубки и поверхности 
стержня напишутея пользуясь 
уравненями (99) $ 35 и выраже- 
немъ (152) для касательнаго на- 

пряжешя №, Предполагая для 
общности матералы и состояшя 
поверхностей трубки и стержня 
разными, найдемъ услове на по- 

верхности стержня въ видЪ 

ди, ай =0, (156 (иг —а)—к тЫ 50, (156) 

у 

Ч 

“\ 
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ГДВ у, коэффищенть внЪшняго трея жидкостн о стержень; услове 
на внутренней поверхности цилиндра напишется такъ: 

%10; у $ Ни.) 

гдз * коэффищентъь внфшняго трешя жидкости о внутреннюю по- 

верхность трубы. Условйя (156) и (157) являются гидродинамическими 

условями на границахъ. 

52. Приступимъ топерь къ интегрировано системы дифферен- 
щальныхъ уравнений (153) при соблюдеши условйй (154, 155, 156, 157). 

ЛЪфвая часть третьяго уравнен!я системы (153) можеть быть такъ 
представлена: 

_ де; _ д, @ ди, 42 ди, аз 

д Тб 4 тб ШТ в а’ 

ди; т 
или, полагая движене установившимся, т. е. 5 =0, на основаи 

выражен! (130) пишемъ: 

Чи, _ к т к ди. 
ыы ем 
# = г “ 

на основаШи услойя сплошности въ видЪ (153, а) и вышеуказан- 

ныхъ зависимостей ‚=, =0, находимъ: 

аш, 

та = 

Такимъ образомъ послВднее дифференщальное уравнене системы 
(153) перепишется въ видЪ: 

В 1% т, бо. 1 02, 0 = — дзпа — Ри еж. .. . (153, 6) 

Первыя два уравнен!я той же системы могутъ быть такъ пред- 
ставлены: 

39% ( =0. др (8 9 сватезр — р) =0, 

2 ых Эр (Я еватеяр — р) =0; 

откуда заключаемъ, что выражен!е въ скобкахъ можетъ быть функщей 
одного лишь 2, т. е.: ъ 

р =РО сз т 8$ + Ф (2). 
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Подставляя это выражеше для р въ уравнене (153, 5) и помня, 

Что 40, оть = не зависить, приходимъ къ заключению, что 42) не 

зависитъ отъ <, поэтому можеть лишь быть нЪкоторой постоянной 

величиной с, т. е. $'(г) = с, откуда: 

ф (= = ве + с; 

такимъ образомъ 

р = усзатезр + ва. ....... . (158) 

Опредфлене произвольныхъ постоянныхъ с, и с, производится 
на основаши условйй (154), (155). ИмБемъ: 

Г йе 

рэ = с,25 + ©.. 

Найдя отсюда с; и с, и подставивь въ (158) находимъ для дав- 
лешя р выражеше въ окончательномъ видЪ: 

р = рдсзатсяф + а ода ние 989 
=. — 5 

Полученное выражеше для давлешя р удовлетворяеть и болфе 
общимъ усломямъ на границахъ (154, а) и (155, а). Кром того изъ 

(159) ясно, что во всемъ потокЪ жидкости давлеше распредфляегся 

по законамъ гидростатики. 
Въ дальнфйшемъ мы введемъ слфдующия обозначеншя: удфльный 

вЪсъ жидкости обозначимъ черезъ А, т. е. 

89=45; 

замЪчая, что длина трубки будетъ =, —2,, примемъ: 

2 ЗЕЕ Й & мена соч о и В) 

кромВ того ясно, что (2›—2:) зих есть разстояне по вертикали между 

начальной и конечной точками оси трубки; обозначим: 

(2—2)з1а=Н, и Р. к Ни со 69 

въ такомъ случаЪ высота Н», гдз 

Ни (©, — гда + Ра Рь ВЕ со. 88) 

будеть полный полезный напоръ, на который работаетъ нашъ шну- 

‘ровой насосъ. 
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53. Вернемся теперь къ нашему дифференщальному уравненйо 

(153, 5). ЗамЪчая, что на основани (159) 42 о, перепишемъ его въ 

такомъ видЪ; 

. (158, 6) 

гдЪ 

‚ — 9 зпа + в в = вр ы 

или, на основани (159), (160) и (162) 

‚= 6—1) эта.) АВЬ, (163) 
Кр (а — 2) ы 

ЗамЪтимъ, что с’ есть постоянная величина. 
Произведя дифференцироване въ (153, с) приводимъ уравнене 

къ виду: 

ди, 1 ди, 1 02%. 

п Ра Тм ды С] 

Интегралъ его содержить двЪ независимыхъ перемнныхъ и $, 
причемъ относительно перемфннаго ф онъ будеть перюдической 
функщей съ пердомъ 27; поэтому можемъ предположить его разло- 

женнымъ въ рядъ Фурье по измЪняемости $ и представить такъ: 

т=о 

ш. = А, + у (Атсзтф + Втзптз),. ... - (165) 

т=1 

гдЪ А» Ат и Ви функщи одного лишь 7. 

На основанйи условя симметр!и движеня относительно плоско- 

сти Х2, функщя 2, не должна мФняться ири измфнени ф на 2" — 9, 

что возможно лишь при Ви =0; такимъ образомъ: 

т = 

и; = А, + № Анезтф. .....-ь . (1605, 0} 

т —=1 

Подставляя это выражене для р, въ (164), имфемъ: 

т=со 
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Такъ какъ это равенство имфеть мЪето при произвольномъ $, 
то должно быть: 

| М0, ние 
а. г бы ® 

@ та › 
000, о оы ааа 
(р т № х г 

Интегрируемъ сперва уравнеше (1). Полагая частный интегралъ 
вЪ видЪ 

Ат = Мк 

и подставляя въ (0, получаемъ: 

МЕ (Е — 1—2 + Мю*-? — Мты®-2 = 0, 

откуда 

ЕЕК т? =0, т.е. № — т? =0 или К == т. 

Отсюда полный интеграль уравнешя (1) напишется въ видЪ: 

Ат= Ми" {+ Мат... .: (Ш 

Интегрируемъ теперь второе уравнеше (1). Переписываемъ его 

такъ: 

полагая 
а с"? 
а" (^„- 4 )= т 

имЪемъ 

в. $4" _ ры а =, или 5 = + =0, т. е. фи =0, 

отеюда 

фи = В, или $ = г. 7, 

поэтому 
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Такимъ образомъ полный интегралъь дифференщальнаго уравне- 
ня въ частныхъ производныхъ второго порядка (164) будеть: 

т = 

с’ 
№ (М ттт-- тит ) сзтф + Вит - 1 +В... - (166) 

т =1 

Произвольныя постоянныя М», №, В, и В, находится на осно- 

ван!и условЙ на Вен: (156) и (157). 

Вводя обозначены -* —=ф и в — $, и подставляя въ (156), (157) 

найденное выше а для №., имемъ: 

т=о 

№ [мии пиры) + Мы (иг ищи #5) | свт + 
т=1 

+в (-* Ч едет Е (Ч) -«= 

т =с 

У [ми тат Е тфыи" 1) -- Мш(из т -тфыи, — (1+1) Дот + 
т—=1 

+ ви (щ +- в (® +%)=о. 

Такъ какъ послвдшя уравнешя должны удовлетворяться при 
произвольныхЪ значеняхъ ф, то должно быть: 

М (и, т— тит —1) + №Мт(гг т + тф, (т+1)=0, 

. У) 
Ми ("+ тфьт"—1) + №Ми(тг т — тфи,— +0) =0, 

и 

в, (и, № те) в,+ ее (3—+)-«=% 

в, (и, + +в (2 +%)=0...... (У) 

Легко показать, что корни системы (У) не могутъ быть отличны 
оть нуля. Въ противномъ случаЪ должна была бы существовать за- 
ВИСИМоСТь 

(пт — тыгтЪ- 1) (пт — тг +9) — (т -- тфут- 1) 

(и—т + тут. +1)) =0; 



откуда легко получается: 

+ 
2 

что невозможно, такъ какъ, вообще говоря, величины Фи, ф», т, и т, 
существенно положительны. 

Въ томъ же случаЪ, если напр. $, =0, то и $. должно быть ну- 
лемъ, и вышеуказанное услове должно принять видъ: 

м 
тт вт’ 

что тоже невозможно, такъ какъ г, > 7. 
Такимъ образомъ мы приходимъ къ заключению, что всё Ми =0 

и Мт=0, т. е. 

ш; = ВИ + +в... и 

ОпредЪляя постоянныя В; и Вь изъ системы (УТ), находимъ: 

ты си? 7 +2 (фи + фто] + 4а_ 

: 4 (и п__%) 

> . (УП 

Чаи аби ы+(ь), 
р а +) 

т М т 

Въ предположен!и отсутетвя скольжешя жидкости вдоль стнки 
трубки и стержня, т. е. при $, =0 и ф,=0 найдемъ: 

Вы с'(т,? — ти?) + 2 

г в =: «В 
В, аи и ) — чаю", 

ь щ " 

На основани выражен! к ш, приметь теперь окончательно 
слфдующ видъ: 

(та — п ее" + 2%ьтз) + 4а р вы и: лы -%) (№ %)+ 

№ т, 

че ева о еы .. 86,6) 

т. е. ш, есть функщя одного лишь г. 
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54. Вычислимъь теперь расходь © жидкости, подаваемой раз- 
сматриваемымъ насосомъ въ единицу времени. Легко замЪтить, что 

Эти, 2, 
@= | | 2,4: = | ‘ев 

от от 

гдЪ 4з элементь площади поперечнаго кольцевого сВчешя въ поляр- 
ныхъ координатахъ. На основан!и (166, а) 

9= [| (в сы +в, мата, ВИ, 
о 1", 

или, нослЪ интегращи 

ов, (ить тт, + ы (пак) + ии и |461 а) 

Подставляя сюда значеня для В,, В, и с’ изъ (УП) и (163), мо- 
жемъ написать: 

@= МН, +№,;....... о: 
тдЪ 

тА % Е ы Аи : 
М ат пдедиячеячеаья[озлщи,иащт) (г, | + 5 у "з) | 

. ах 

тия "аа ы 

М= = 

Въ случаЪ отсутстыя скольженя жидкости вдоль трубки и 
стержня, т. е. при ф, =0 и 4, =0, имфемъ: 

9.2 — 9? тЫт.: — г? > аш. ° 388 м М, = т ы рег нее 

т, 

Бои 1 
№=< т фт: |. 

29 =, 

Легко показать, что при условйи 7, >т,, имВють м%ето неравенства: 

М, <0, М,>0. 
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Поэтому, обращаясь къ выражено для (© въ видЪ (168) нахо- 
димъ, что съ измфнешемъ скорости @ отъ 0 до со, ©, переходя черезъ 
нуль, мфняетъ знакъ съ отрицательнаго на положительный. Причемъ 

М,Н, 
для положительной скорости а= — = ‚ расходъ 9 =0, т. е. затра- 

1 

чиваемая энермя идеть на поддержаше разности напоровъ на кон- 
цахъ трубки. 

Расходъ @ можеть обратиться въ 0 еще и въ другомъ случаЪ. 
Представимъ себф, что трубка на выпускномъ конц закрыта и черезъ 
нее пропущенъ стержень подобно тому какъ это представлено на 

черт. 9. Въ такомъ случаф расходъ будеть ра- 
венъ нулю и иэъ (168) вытекаетъ, что 

№а 
Ни ее. и м, (169) 

Пользуясь выражешями (159) и (162) для 
ри Н,, найдемъ для распредъленя давленя 

вдоль трубки такое выражеше: 

АН, —(=—=,)зпа 
р == дева 4 — И ы- м рь (170) 2—2, 

гдф вместо Н„ должно быть поставлено данное 
выше значене. Отсюда легко замЪтить, что вдоль 
прямой, паралелльной оси трубки приращеня 
давлешя пропорщональны длинЪ. Изъ послЪд- 
няго выражен!я вытекаетъ, что при 

Ни-— (> —2)впа =0, 

Рз =Рь 

т. е. давленше вдоль трубки не м$няется, а при 

Ни — (= — 2)впа < 0 
Черт. 9. 

давлене вдоль трубки убываетъ. Написавъ (169) въ видЪ: 

и. 2 
А М, ' 

опредзлимъ отсюда предъльную длину трубки (2, — 2,). Если длина 
трубки будетъ больше найденной, то вся энермя расходуется на под- 
держане разности напоровъ на концахъ трубки, въ предположени, 
что р, и р» намъ заданы. 

Обратно, при а=0, располагаемая разность напоровъ Н„, про- 
тивъ которой мы работаемъ, даетъь отрицательный расходъ 

9= М.Н», 

т. е. жидкость движется въ отрицательномъ направлени. 

(= — 2,)зпа + 2. 
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При Н,==0, для любого значешя а>0, будетъ создаваться н%ко- 

торый положительный расходъ 0. 

55. Обратимся теперь къ составлению баланса энерги разсматри- 
ваемаго нами движеня жидкости. Энермю будемъ относить къ еди- 
ниц времени, т. е. раземотримъ мощности. 

Вся затраченная мощноеть Е выразится такъ: 

Т= — 25; (а, —з)р|- ба... .. (171) 
а’ 

Ч т=п 

касательное усиле на единицу площади со стороны стержня на 
жидкость. 

Мощность Ё составляется изъ полезной мощности, [у и мощно- 

сти противъ вредныхъ сопротивленй, расходуемую на разсъяще энер- 
пи, т. е. внутреннее трее и работу скольженя жидкости вдоль 
стержня и внутренней поверхности трубки. Полезная мощность, пред- 
ставляющая работу перемъщен!я жидкости, какъ легко понять, пред- 
ставится такъ: 

‘За (27 [72 
Тв =| | {азам + аруютатаф, .... (112) 

2170. УГ, 

или, на основави выражен!я для расхода О и (162): 

рее АОНу, <. гель аа съ а) 

‘2. (27 
| \ И арюгатаз 
2: 20 Ут 

есть работа въ единицу времени противъ давленй, а интегралъ 

‘па (22 (7: 

| | озпадотиая 
г: 0 т) й 

Въ (172) интеграль 

работа въ единицу времени противъ силы тяжести. 

Мощность Ё з„› Затраченная на скольжене стержня вдоль жид- 

кости представится въ такомъ видЪ: 

зедь 8) ’ 
ыыы 4 аш, (/_ 

Гид = — 277, (2 д чи (а и.) 
=” 
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тдв (@—1.),=„ скорость стержня относительно жидкости; въ ос- 

тальномъ выражене для Г,, сходно съ выражешемъ для Г. 

Работа въ единицу времени скольжешя жидкости относительно 
внутренней поверхности трубки будетъ: 

аш, 
т (174) ря эт, — зов и =, ^ 

Наконець аналогичная работа, затраченная на разсфяне энерги 
внутри жидкости, на основанйи (107), напишется такъ: 

2 
р = | | Й Фгагазаа,. (с... . (175) 

ЮУ, +=, 

гдЪ интегрироваше распространяется на весь объемъ трубки, заня- 
тый движущейся жидкостью. Такъ какъ жидкость несжимаема, то 
{ао е=ои 

Ф = 26а? + 52-6? + 2р,? + 2р,2--2р,?). 

Въ нашемъ случа и=0=0, а 0 есть функщя лишь отъ 2 и у, 

поэтому, на основанйи (49), пишемъ: 

1 0% 1 0% 
а=в=е=0, р, 2 ‘бу’ 1 2 д’ р =0. 

Пользуясь (135) и имЪя ввиду, что 16 въ данномъ случаЪ зави- 
сить лишь оть 7, имемъ: 

де _ аш бе _ 
бр — ат др = а 

Отсюда: 

или 

ы 25 (7 (22 „аш, \? 
р=в | в 4%: тра; 

о м (=) 

пользуясь выражешемъ (166, а) для ш„, посл интегрировашя най- 

демъ: 

з с Вс’ ранив [ ВА, — тд ито (р — "зато 
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На основани условй на границахъ (156) и (157) пишемъ: 

а- и. = 
р : д = 

Отеюда, на основаши (173) 'и (174): 

к С 
== я (=. — 2)” ( т + буть, а) 

т=п 

ре] . 
= янь, — 21)". "Сы +5 вия а) 

Е 

г о 
Ги тие — и", + РИ += 

Исключая В, при помощи второго уравненя системы (ТУ), найдемъ: 

-— | 
Ри ЗВ, ("ть — пит) — (т — т?) | (г — га + ат) + 

+ в,( 4+9, + ы | и. (172,0) 

Исключая а въ выражеши (171) для Г помощью выражешя для 

В, въ (УП) и (166, а), получаемъ: 

В % / 

ета, — в) (в + 75 ЕЕ ){в.( и ++ ие и 

Чаи + 24» и - (ть а) 

Другое выражеше для Г. получимъ, подставляя въ (171) зна- 
аш 

чене и. ‚ вычисленное изъ (166, 2), именно: 
аг |“=п" 

т[АН,К + Зав (>. —2,)]а ро ИЕ) 

гдф 

К? — и --2фьи, + 272 (и — 6.41 

на 
", ее й Ро 
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При отсутетьм скольжешя, т. е. при ф, =, =0 

= нии, 

72 Р, = - 

Пользуясь полученными выражешями легко провърить балансъ 
энерчи, который нипишется такъ: 

РГ, + а, +1, +0 

56. Гидравличесый коэффищенть т» полезнаго дЪйстыя шнуро- 

вого насоса напишется въ видф: 

1, в сое 

Воспользовавшись значешями 14 и Г изъ (172, Ь) и (171,5) и под- 

ставивъ значеня В,, В, и с’, найдемъ для т) такое выражеше 

нь ею. 
ГД 

Му= т р — #2 +2 и, +2 ыи | (ри, — оз о) + (ть + 

1 Е а т Е 
г >) (7 —"] (72 — 7п) ип фи) (ие 

м, | щи, — ими + (++) из"... Ш. 

Въ случа отсутстыя скольженйя вдоль стфнокъ трубки и стер- 
жня, т. е. {, =, =0, предыдушия выраженя сведутся къ: 

и ии ||. 

; 

МУ = ий — при. 
т 

Если считать данными полный полезный напоръ Н», на кото- 
рый долженъ работать нашъ насосъ и расходъ ©, то придется оты- 
скивать скорость стержня а; предполагается, конечно, что остальныя 
величины, какъ-то: И, 7, & а, р, фи», Фь А даны. Искомая величина а 
опредлится сразу изъ уравненя (168). 
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57. Полученными результатами мы можемъ воспользоваться для 
рьшеня вопроса о движенши вязкой жидкости по трубкЪ кольцевого 
или обыкновеннаго кругового сЪчен!я. 

Для этого достаточно въ выражешяхъь для 10, и О положить 

а=0; кромЪ того, полезнымъ напоромъ, создающимъ течене, въ 

этомъ случав нужно считать Н’», ГДЪ 

Ни! =-— Ни. 

Такимъ образомъ изъ (166, 6) и (168) находимъ для кольцевого 
сЪченйя: 

АН' а пы а печеаьичеьь (м — №) ик 

ке Е (р (“ы-н-#)|: 
@=— мн’. 

.. (179) 

Для трубки кругового сБченя нужно положить 7, =0. Найдемъ: 

#2: = —ы — "+ 24, 

ея (179, а) 

— 
Я= и, + 4%. 

Полагая въ послЪднемъ выражен {. =0, получимъ: 

ТАН’ 
®== 3АН та, 

Ш 

извЪетную формулу, выведенную Пуазейлемъ эмпирически изъ опы- 
товъ при изслдовани течешя воды по капиллярнымъ трубкамъ. Этой 
формулой можно пользоваться для опредфленя коэффищента вяз- 
кости в. 

Шнуровой двигатель. 

58. Рышимъ теперь обратную задачу: предположимъ существую- 
щимъ н$который полный (рабоч) напоръ Н’, и будеть разсматри- 
вать наше устройство какъ двигатель, требуя чтобъ протекающая 
жидкость дала по оси стержня нФкоторое усиле с на единицу рабо- 
чей поверхности, т. е. 21716 по всей поверхности его. 
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Полный рабоч напоръ Н’», въ данномъ случаЪ, какъ легко 
понять, будетъ связанъ съ напоромъ Н„, слБдующимъ образомъ: 

Ни=— Ни 

Ни = (в, — эдва + РЕ-СРь 

Дифференщальныя уравненя движеня будуть тЪ-же, что и въ 

предыдущемъ случа, такъ что для давлешя р получимъ выражеше 
(159), условя же на границахъ (156) и (157) представятся такъ: 

Сы] = 7(ш, — а) =з, 
би "= и, 

С.) 

тв. и би = 0. 
ыы Об" |=, 

Произвольныя постоянныя интегрированя В, и В, опредфлятся 
изъ уравненй (ГУ), причемъ первое уравнеше этой системы, на осно- 
ваши приведенныхъ услов на границахъ, можеть быть нЪсколько 
измЪнено. Такимъ образомъ система (ТУ) замфнится такой: 

а ее а ХУ = р (ХУ 

Вы — зд [2 8 АН) т, — АН, + 3%) ]. 

Подставляя эти значеня въ (166) и (167,@) найдемъ выраженя 

для 40, и 0. 

Полезная мощность Г„ нашего двигателя въ данномъ случаз 
выразится такъ: 

АЕ НН. (181) 

ГДЪ а скорость стержня находится изъ (180) въ видЪ: 

т, №. 9. — в 
он. ще ри) 

т, 
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Вся затраченная мощность Г, будетъ: 

ео р. В) 

Отсюда коэффищенть полезнаго дЪйстйя нашего двигателя 
будеты 

1щ _ 2тгйза 
т Но‘ 

Балансъь энерги напишется подобно предыдущему случаю въ 
видЬ: 

Ги [ад - 1 + 0, 
гл 

= 2573 (ш, — а) 

работа трешя жилкоети о стержень; Си Г, даны выше; Г, и Р имб- 
ютъ прежня значеня (176) и (174, а). 

Вращательное движеше вязкой жидкости. 

59. Въ настоящемъ параграфЪ мы разсмотримъ такой вопросъ: 
въ вязкой жидкости равномфрно вращается система параллельныхъ, 
равноудаленныхь плоскостей вокругь н%которой оси, перпендику- 
лярной къ нимъ; плоскости предполагаются безграничными. ОпредЪ- 
лить движене жидкости. 

ЗдЪсь въ общемъ случаЪ допускается скольжене жидкости отно- 

сительно плоскостей; для простоты предположимъ, что коэффищентъ 
внЪшняго трешя относительно всЪхъ плоскостей одинаковъ, причемъ 
изъ силъ внфшнихъ, дЪйствующихъ на массу жидкости пусть суще- 
ствуетъ лишь одна сила тяжести. 

Изъ дальнфйшаго будеть ясно, что для рышеня вопроса доста- 
точно раземотрЪть движеше жидкости между парой парой плоскостей. 
Какъ и въ предыдущемъ случаф будемъ пользоваться цилиндриче- 
скими кординатами. Ось вращеншя примемъ за ось #, направленную 
вертикально вверхъ. Начало О помфетимъ на серединф разстояя 
между двумя плоскостями, въ остальномъ будемъ придерживаться 
черт. 6. Примемъ разстоящше между плоскостями равними 2%; уравнешя 
ихъ будуть: 2=-+ 1, 2=— 1. 

Движеше жидкости предположимъ установимшимся и совершаю- 
щимся въ плоскостяхъь перпендикулярныхь къ оси вращеншя. На 
этомъ основан и 

ди, _ ди _ ди, _ бр 
_@ в @ а — 

кромф того в, ==0и В=Т=0, 2=— 9. 
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Въ общемъ случа жидкость благодаря вязкости и внёшнему 
трен!о о плоскости будеть двигаться отъ центра къ перифери по 

криволинейнымь плоскимъ траекторямъ, лежащимь въ горизонталь- 
ныхь плоскостяхъ. Мы можемъ принять траектор!и всЪхъ частицъ, 
лежащихъ въ одной и той же плоскости тождественными, т. е. дви- 
жеше жидкости симметричнымъ относительно оси вращеня. Это обето- 
ятельство позволяеть утверждать, что 

т. е. №, юри р суть функщи одного лишь ги 2 

60. Обратимся теперь къ дифференщальнымь уравнешямъ дви- 

жешя (143). На основан и (130) лЪвыя части первыхъ двухъ уравненй 
перепишутся такъ: 

аш, 0) ди, 06, ди, и ди, кр 

отита тит г’ 

1 Чи) 1 | ду") 9(изуг) ‚ бит) вер Ош) 

т РГ бо т а 

Поэтому, на основа и всего вышесказаннаго, дифференщальныя 
уравненя движеня въ данномъ случаЪ представляется въ видЪ: 

ди, ше 1, м 9 [1 9) у 0ш, 

д "т р м |9" 9" |` д з 

ны [5 ви ее 
— = еп и (184) 

19] 
0=— ге 

р 03 

Условше сплошности (145, а) приметъ видъ: 

б( шут) 
ди =... . (185) 

откуда заключаемъ, что ш,’ есть функщя одного лишь =, т. е. 

бт == (8). о а (850) 

КромЪ того изь (185) вытекаетъ, что 

ей 
+ Ве 108576) 
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Послфднее уравнене системы (184), послЪ интегрированйя, даетъ: 

р= — А 4(”),....... г. о. (198 

причемъ нужно замфтить, что 4(2) и Ф(у) пока произвольныя функщи, 
опредЪляемыя изъ дальнфйшихъ условй. 

На основан и (185, а), (185,5) и (186), первое уравненше системы 

(184) перепишется такъ: 

2 -чюр и, 

или 

9х 
— (р-р) = — +, 

откуда 

40? + 2 = т (г) — #4" (=).......- . (187) 

ЗамЪчая, что 

10,2 + бр =, 

можемь сказать, что квадратъ скорости въ каждой точкЪ жидкости 
есть сумма двухъ функшй: функщи оть г и функщи оть 2. Помно- 

жая (187) на 7? и принимая во вниман!е (185, а), найдемъ: 

(16)? = т3Ф'(т) — Кг) — 932). ...... (188) 

61.. Мы можемъ сказать, что (185, а), (186) и послднее уравнеше 
рфшаютъ нашу задачу вполнф, если будуть опредфлены функщи 
Ф (") и $(2). Для этого воспользуемся вторымъ уравнешемъ системы 
(184), и кромЪ того введемъ условя на границахъ. 

Послв дифференцированя въ правой части второго уравненя 
(184), легко придать ему такой видъ: 

ют ди) _ м (и) 1 ди) 1 ди) 
т д" 7 0? т № т д 

Принимая во вниман!е (185,4) посл упрощенй, получимъ: 

0 (ши) ‚ 96) 

08 ТГ да 
1$(2) ик. 9(ши") 

| м т. (189) 

Этому дифференщальному уравненю въ частныхъ производных 
второго порядка должна удовлетворять функщя 16". Подставляя сюда 

значеше этой функщи изъ (188) получимъ одну дифференщальную 
зависимость между функщями Ф() и $ (2). 
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62. Обратимся теперь къ услошямъ на границахъ. Принимая 
скольжеше жидкости относительно движущихся плоскостей, мы вос- 
пользуемся услошями (99) $ 35, примЪнительно къ цилиндрическимъ 

координатамъ. Такъ какъ для нашего случая на основан!и (152) 

ди ди, 
=, Т=а ба 

и обозначая черезъ ® угловую скорость вращен!я плоскостей, полу- 
чимъ для плоскости г = + й искомыя условя въ видЪ: 

ди | | би, тв 
У (ог — № = — В) = 
(ое ®) ае+ь № 9 =" а |2=--й де к »а) 

а для плоскости 2 = —й 

диз | ты 190.5 

Вы а Ры- 0600 

Эти же услошя могуть быть переписаны и такъ: 

Эш) | ы 9(иш") 

р я О | 02 |=’ 

6] 9(ш,г) | 9(ш,т) (190, с) 
У (шт =— ‚а (ш," = 
Тв Е д ==+№ зи, = #0 == 

Теперь мы можемъ сдЪлать нФкоторыя заключен!я о видЪ функщи 

Ф(»), входящей въ (186). Для этого, на основав и (188), пишемъ: 

и" =УВ—"7—@, ......... . (191) 

гдф для сокращен я принято 73Ф\(х) = В и 4(г)=2; кромЪ того обо- 

значимъ № хи 
й 

2.=+ь= 40 на. Еь На» "и == 
| . (192) 

2.» ИЕь=а,, И" -оь а, 8", иаз" 

ИмЪя все вышесказанное ввиду, на основаШи первыхъ двухъ 
условЙ на границахъ (190,6) и выражен я для чер" (191), пишемъ: 

НН 72 аз + 2аза, 
—УВ— Па, — ао? = — © —У/В— Па, — ао Зы 

Каз + 2ао’а, 

2У Ета ая 

.. . (193) 

«7 В — а, — а’? = 
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Условя симметри движеня относительно плоскости 2=0 при- 
водять насъ къ заключению, что (№у’).—4ь = (и), = при произ- 

ВОЛЬНОМЪ #, Т. е. 

В — "а, —а?=В — а’. —ао*. 

Такъ какъ это должно быть вфрно при произвольномъ т, то от- 

сюда прямо слЪдуетъ, что 

@0 = @0' и а. = ау. 

Отсюда находимъ, что правыя части въ равенств® (193) должны 
быть тоже равны при произвольныхъ значеняхъ у, слфдовательно: 

а=—а; иа, = —а,'. 

Такимъ образомъ, имЪя ввиду обозначеня (192), функщя # дол- 
жна подчиняться слВдующимъ условямъ: 

@0= 00, аа =—@,', 4 =45', в =— 2:5... . . (184) 

кромВ того, обращаясь къ послфднимь двумъ усломямъ (190,6) мы 
можемъ ихъ такъ представить: 

@=р— м, ао =, 

поэтому, замфчая, что второе уравнеше (194) есть слфдетые поелЪд- 

нихъ двухъ и системы (194), можемъ систему (194) замфнить такой: 

а0=ау, аа = — а, а = №, а» ‚ аа=—@'. . . (194, а) 

Отсюда восемь неизвфстныхъ могуть быть опредфлены черезь 
три какихъ-нибудь изъ нихъ. НапримВръ, если 

@0=а, аа=в, аз=т, 

то на в ии мия" 098] 

, , я 
Чо =@, = ‚ а = >, ах =, аз =—1. 

Изъ всего этого вытекаетъ, что условя (193) могутъ быть сведены 
КЪ одному, имБющему видъ: 

та’. 2аа' 
Ув мае =. . «—/ "а, — а; о .. . (196) 
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Такъ какъ это равенство должно имфть мЪето при произвольныхъ 
значешяхъь 7, то оно является уравнешемъ для опредЪленя вида 
функщи # въ предположенш, что функщя #, т.е. (=) намъ извЪетна. 
Изъ (196) легко находимъ, что 

ы ао :. ПЕЧЕ® _ 
= м -- ®(с ЕЯ мн) 72 + ей 07? Ув? — (а, аа) 

Ра, ее М) 

ЗамЪтимъ, что здЪсь вошелъь одинъ лишь знакъ, между тЪмъ, 

при нахождени радикала / — ха, — а: ИзЪ квадратнаго уравнешя 

(196) получается два знака. Но дЪло въ томъ, что если положить) =0 
(т. е. отсутствие скольжешя) этоть радикалъ, представляющий вели- 

чину /’|.—-ь, долженъ обратиться ВЪ 72, что возможно лишь въ 

томъ случаЪ, если взять корень квадратнаго уравненйя со знакомъ 
плюсъ. 

Зная видъ функши В, мы тБмъ самымъ находимъ распредълеше 
давленй въ разематриваемомъ случаЪ. ДЪйствительно, изъ соотно- 

шеня принятаго для (191) 

тзф'(г) = В 

находимъ, что 

Фа сан ено 500) 

Подставляя сюда изъ (197) значеше функщи В, найдемъ, послЪ 
интегращи, Ф(у). Эта функщя, подставленная въ (186) 

р= — 42+ р$(”),.......... (186) 

рЪЬшаетъ вопросъ о распредълеши давлешй. Мы уже указали, что въ 
В входить три произвольныхъ постоянныхъ, О будеть четвертая. ДвЪ 
изъ нихъ можно опредЪлить задавая давленя на окружностяхъ: 2=0, 
Т=, из =0, г=х,; остается дв произвольныхъ постоянныхъ. 

63. Теперь мы можемъ въ общихъ чертахъ указать путь къ инте- 
грированю уравнен1я (189) при соблюдени условй на границахъ 
(190,с) *). Видъ интеграла нами уже найденъ: 

иг =УВ— "7—2 ;......... . (191) 

*) Подробное рьшеше и изслфдоване этого вопроса, ввиду его сложности. 
и громоздкоети, мы предполагаемъ дать въ отдфльной статьЪ. ЗдЪеь мы огра- 
ничимея нфкоторыми частными случаями. 
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подставляя это выражен въ (189) и произведя упрощеня получимъ: 

„ФВ ФВ, ФВ ав \? | ай рита 2 В и Р-(ч,) Ее’ ит 

"з о В 1 ав 
те лее ак 7 : обе 

+2 а к + кину" | ока АУ 22 -- 422 Киз 2" — "а — 

— 47 2" 2 — 4 272 =0........ (199). 

Подставляя сюда выражеше для В (197), освобождаясь оть ради- 
каловъ и располагая результать по степенямъ г, получимъ въ лЪвой 
части цфлый полиномъ относительно у, коэффищенты котораго будутъ 

зависЪть оть функщи 2 и ея производныхъ до четвертой включи- 
тельно. Такъ какъ этоть полиномъ долженъ быть нулемъ при произ- 
вольныхъ значешяхъ 7х, то, приравнивая его коэффищенты нулю, мы 
найдемъ цфлый рядъ обыкновенныхъь дифференщальныхь уравнений 
и задача сведется къ отысканю функшй 2, удовлетворяющей одно- 

временно всфмъ этимъ дифференшальнымь уравненямъ. 

64. Для примфра разсмотримъ частный случай: предположимъ, 
что нфть скольжешя жидкости относительно вращающихся плоско- 
стей, т.е. у, =соили А =0. Въ такомъ случаЪ изъ (197) получается, что 

В = вм | Ка ао?........... . (200) 

Подставивъ это выражене для В въ (199) и расположивъ” по 
степенямъ г, получимъ полиномъ шестой степени относительно х. 

Приравнявъ коэффищенты его нулю, сразу ‘найдемъ, что # =0, 

я, 6. 

Отсюда В = о? 7, или, на основаёи (191): 

ИИ а о 

т, е. ращальнаго движеня жидкости нЪтъ и вся жидкая масса вра- 
щается вокругь оси 2 какъ твердое тЪло съ угловой скоростью 1. 
Подставляя полученное выше значене для В въ (198), найдемъ, что 

602? =“ + С, 
откуда, на основанйи (186) 

да беиеерь чАороихиЕИВОВ) 
2 
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т. е. поверхности равнаго давленя суть параболоиды вращеня во- 
кругъ оси ; результатъ извЪетный изъ гидравлики. 

Разсмотримъ теперь обратный случай: рьшимъ вопросъ о воз- 

можности вращательнаго движешя нашей жидкости въ разсматривае- 
момъ случаЪ (т. е. ю, =0) при наличности скольженя относительно 
плоскостей, т. е. % > 0. 

Мы видфли, что предположене 2, = 0 равносильно положен!о 
= 0, т.е. на основаши (197) В = ©?7%, или на основанйи (191), м; = г; 

другими словами результать получился тотъ же, что и при предполо- 
женм \ =0. Т.е. жидкость можетъ имЪть чисто вращательное дви- 
жеше лишь въ случаЪ отсутетя скольжешя ея относительно вращаю- 

щихся плоскостей; въ этомъ случаЪ она движется какъ твердое тфло. 
65. Обратимся къ разсмотрёнйю боле общаго случая. Откажемся 

отъ поставленныхъ нами пограничныхь условй (190,6); въ такомъ 
случаЪ мы имфемъ вообще дЪфло съ нЪкоторымъ симметричнымъ от- 
носительно оси # течешемъ вязкой жидкости, въ смыслЪ указанномъ 

выше, Для него имфютъ м$ето полученныя выше уравненя и соот- 
ношения: 

НЫ аи Пета нас ЕО 

иг = УВ "7—2, ие а ое а В 

9 (иг) 9 (ш") ЕЕ 1 06) 

диз бе ТТ м - 08% 

= — А8--0Ф).. о... о. . 88) 

Предположимъ теперь №, = 0 = с018ё для г==х, Въ такомъ 
случав 

х ИР ЕЕ, ==, ое ее. 208) 

т. е. й=а, и изъ (191) слвдуеть, что у” есть функщя одного лишь ^, 
причемъ 

иг =УВ- о к пы О 

дифференщальное уравнеше (189) перепишется такъ: 

; 

9°(шуг) А 0ш) 

0 т @’ 

ГД А+ — А. Предетавивъ это уравненше въ видЪ: 

9(ш") 

4 | Ра ре а’ 

и. 
= 

находимъ, что; 
(и) 4—5. = а", 
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отсюда, послЪ интегрирован!я 

(и) 
9. = 

(та, 

или, окончательно 

зв" — (7441-00... 05) 

Произвольныя постоянныя С; и С, опредфляются задашемъ 12; на 
двухъ какихъ либо цилиндрическихъ поверхностяхъ и ==; и и=7ь. 

Траекторя какой либо частицы жидкости можетъ быть легко 

опредфлена на основани соотношен!й: 

ИВ 4. те ЕР; 

ДЪля первое на второе, находимъ; 

отсюда, послЪ интегрированйя, находимъ уравнеше траектор!и въ по- 
лярныхъ координатахъ въ видЪ: 

обе 
т АЧЕ 

гдф постоянная Су опредЪляется по начальной точкЪ, черезъ которую 

проходить разсматриваемая траектория. 
Опредъливъ изъ (204) функщю А, мы находимъ на основаши 

(198) функщю Ф (г), а слБдовательно, пользуясь (186), распредвлене 

давлешй въ разсматриваемомъ случаЪ. 

66. Полученные результаты дають возможность разсмотрЪть слу- 
чай, изслЪдованный М. СоиеЙйе въ его работЪ, посвященной опредЪ- 
леншо коэффищента внутренняго трешя жидкостей *). 

Вопросъ сводился къ изслфдованйю движешя жидкости между 
двумя концентричеекими цилиндрами, изъ которыхъ каждый въ об- 
щемъ случаЪ вращался съ нЪкоторой постоянной угловой скоростью. 

Полагая общую ось цилиндровь вертикальной и дЗлая вполнЪ 

допустимое предположеше, что ш, = 0, мы сразу приходимъ къ слу- 
чаю, разсмотрённому въ предыдущемъ параграф, причемъ здЪеь 

А=1, такъ какъ а =0. Такимъ образомъ имЪемъ: 

= Си-Е Су" *. „еее нее с (207) 

4+ Оба: (хе 

См. М. Соцейе, ЕйЧез зат ]е гоЙйешене 4ез 191Чез. Аплаез Че сВоше её 
4е рвуздие. 1390 г. стр. 436. 
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Постоянныя С, и С, найдутся на основаши условйй на границахъ. 

Предположимъ, что цилиндръь радуса у, вращается съ угловой ско- 
роетью в, а цилиндръ радуса 7›—еъ угловой скоростью в» и что 
7, <г». Касательное напряжеше Т,, на основаши (152) представляется 
так: 

( ди и} 

ТЕ 
что для нашего случая даетъ: 

Т.=—— . . (208) 

Условя на границахъ, на основан (99), пишутся въ видЪ: 

эму — вт) | ем 
у ди 6 ) 

№=Я Л т= т 

% (и — вт) НЕ ры 
Поэтому для опредфлешя постоянныхъ С, и С, получатся тая 

‘уравненйя: 

\ (Си, -- бы -* 

%(Сут» + Суть 

Предполагая наружный цилиндръ неподвижнымъ и пренебрегая 
скольжешемъ жидкости, получимъ эти условя въ такомъ видЪ: 

Ст, + Су, +=, 

Суть + Суть -* =0. 

РЬшая эти уравнен1я относительно С; и С, находимъ: 

©, в 7 
712 — ть?’ т: 

С; = В 
ы т — с, 

Источникомъ движешя жидкости будеть теперь внутреннй вра- 
щающся цилиндръ, къ которому долженъ быть приложенъ моменть 
М, выражающийся такъ: 

М =— АТ. ен @%) 

гдЪ 1 высота по оси цилиндра разсматриваемаго слоя жидкости. Поль- 
зуясь полученнымь выше выражешемъ ддя Т.„, имфемъ: 

М = 4 С, 



или 

На этомъ мы закончимъ главу о приложен!яхъ „вышеизложенной 

теор *). 

Глава ХИ 

Численныя значеня коэффищентовъ входящихе въ 

основныя уравненя, 
67. Въ настоящей глав мы дадимъ значеня коэффищентовъ, 

введенныхь нами въ основныя уравненя. Не вдаваясь въ подробное 
разсмотрше методовъ ихъ нахождешя, что завело бы насъ оченъ 
далеко, мы приведемъ рядъ чиселъ, характеризующихь разныя жид- 
кости; числа эти дадуть возможность, въ случаЪ надобности, произ- 
водить реальные подсчеты. Коэффищенты, входяние въ предыдуще 
формулы, слВдуюцще: „—коэффишенть внутренняго трешя (или вяз- 
кости), у—коэффищенть внфшняго трешя, »—такъ называемый вто- 

рой коэффищенть вязкости. Этоть послЪдый коэффищентъь тено 

связанъ съ сжимаемостью жидкости, съ которой теперь все больше и 
больше начинаютъ считаться на практикЪ, такъ какъ такое явлеше 
какъ напримфръ гидравлическй ударъ всецфло зависить отъ этого 
свойства жидкости. Поэтому мы дадимъ значеня коэффищента ежи- 
маемости с для иЪкоторыхъ жидкостей. ЗамЪтимъ еще, что въ осталь- 

ныя уравненя движеншя вязкой жидкости входитъ кинематичесый 

коэффищенть трёшя № = Е. ‚ гдЪ р плотность жидкости Такъ какъ 

значеня для р могуть быть найдены всюду, то мы здфеь ихъ приво- 
дить не будемъ. 

68. Изъ основного соотношешя (65) размфрность коэффищента 

и представится такъ: 
У коооно 2 68 

Таблица 1 даетъ значеня этого коэффищента для разныхъ жид- 

костей и газовъ при разныхъ температурахъ (по Цельсйо) въ абсо- 

лютной системЪ единицъ [С. С. 5.]. КромЪ того въ этой же таблиц 

даны значеня коэффищента А, =^, гдф А удфльный вфеъ жидко- 

сти**). Такъ какъ въ абсолютной систем единицъ А = 02 = 9817, то 

отеюда К = 981 ^,. 

*) НЪкоторые вопросы, разобранные здЪсь въ иномъ изложен можно 

найти въ курсахъ: 

\. У\Уеп. ГевтБиев 4ег Нудгодупапик. [4е1р24е 1900 стр. 269: 
Н. Гогепя. ейеБиасв Чег фесБизсвеп Рвуз. Ш т. стр. 426. 
**) См. В. Ве]. Оебег 4еп ОгасКЫбВепуеизЁ Ъе{ 4ег РогЦейиие фгорагег. 

ипа сазгпиюег ЕззекеНеп. Веги, 1907. Мицей. @5ег Рогзевипез. Не 44 
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0. Е. Меует *) для воды при разныхъ температурахъ далъ такую 
элементарную зависимость: 

0,01775 

#— 1+ 0,083 0,0005аае*° °°’ 
. (212) 

гдф # въ градусахъь Цельфя, м въ абсолютной систем единицъ 

[С. в. 0]. 
Изъ приведенной таблицы замфчаемъ, что для жидкостей коэф- 

фищентъ внутренняго трешя р съ возрасташемь температуры убы- 

ваеть, для газовь наобороть—возрастаетъ. 
Коэффищентъ м для воды почти не зависить оть давлешя, то- 

же имфеть мФето и для газовь при давлешяхъ достаточно удален- 
ныхъ оть точекъ сжижешя ихъ. КромЪ того нужно замЪтить, что для 
тазовъ, для которыхъ плотность прямо — пропорщональна давленйо, 
коэффищенть К обратно—пропоршюналенъ давлению; этимъ отчасти и 
объясняются необычайно большя потери въ трубопроводахъ для раз- 
рьженныхъ газовъ. 

69. Перейдемъ теперь къ раземотрёню коэффищента ). Еели 

вепомнимь сказанное въ $ 32, то на основанйи зависимостей (88) 
заключаемъ, что размЪрность ^ должна быть та же, что и м, т. е. 

[ЕЕ Г Те 

кромЪ того, пользуясь гипотезой Стокса, по которой 

2 =0, 
я 

имЪемь ‘= н, такъ что особыхъ вычисленй дял нахождешя 

» производить не приходится. 
сли бы мы отказались отъ гипотезы Стокса, то опред®лен!е ), 

пришлось бы производить изъ опытовъ аналогичныхь опытамъ для 
опредвленя р, т. е. изъ опытовъ кинематическаго и динамическаго 
характера. Для твердыхъ тЪлъ } опредЪляется довольно просто. Изъ 
соображенй теорш упругости 

2 
ыы с в, 

гдЪ с коэффищенть сжимаемости. Нужно замфтить, что для твердыхъ 
тЪлъ разм рность Хи м иная: 

=] = 12-17 2],.......... 8, а) 

гдё и-—модуль сдвига. Такъ напримЪръ для стали 

1 —=0,819. 102 ста’ 6-1 = 1,841. 1012 г: 
ат. ат. 

1.2 

*) См. \ММедетапиз Аппаеп. 1877, стр. 387. 



откуда 

Значенй ^ для жидкостей намъ не удалось найти *). 

70. Коэффишенть ежимаемости с представляется такъ: 

ака ска 08] 

гдЪ Ги И первоначальный и конечный объемы, ри р’ первоначаль- 
ное и конечное давлеше. Отсюда размфрность с будеть: 

6 = 14-11] зе нье . + (246) 

Ниже приводимь таблицу П, дающую значене коэффищента 
сжимаемости (по Квинке) для разныхъ жидкостей. 

Таблица 11. 

Температ. 

коэффи- 
щенть т. 

Глицерин. .:...: 5510 | 19.0 | —0,000292 

Ръиное масло 581,8 118 | +0,01189 

Миндальное масло 563,0 19 0,008519 

Оливковое маело .. - 6174 183 0,01479 

456,3 229 —0,004049 Вода..... Иа | 

| 637,8 11,0 --0,01076 СъЪрнисетый углеродъ. . . - 

Скипидарь ...-......- | 719,3 18,6 0,01880 

Бензоль ..... | 6284 16,1 0,004581 

АЛКОГОЛЬ (еее: 11,5 0,01118 

Пьера ньа | 1342,3 14,3 0,01127 

г. о ея ва -— | * 1477,2 214 0,01302 

ол: сеНИЫ 392 — - - 

*) См. С. Христансенъ. Оеновы теоретической физики. СПБ., 1895, 1ч. 
На стр. 122 данъ выводъ и численное значеше 7 для воды, разематриваемой 
какъ твердое т№ло. На основани этого вывода размЪрноеть ^ не соотвЪтотвуетъ 

размЪрноети (213) для жидкихъ тьлъ. 
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Температура измфряется въ С°, давлеше въ атмосферахъ. Для 
пересчета въ абсолютныя единилы, а именно въ мегадины, достаточно 
приведенныя число подфлить на 1,0137. КромЪ того нужно замфтить, 
что числа эти получены въ предЪлахъ 50—75 атмосфер давленшя. 

Вообще относительно коэффищента сжатя для жидкостей можно ска- 

зать слЪдующее: 
° Съ возрасташемъ температуры сжимаемость жидкостей значи- 

тельно возрастаеть за исключешемъ воды и глицерина, у которыхъ 
она убываетъ. 

Наименьшая сжимаемость наблюдается у ртути, наиболыная—у 
эфира. 

Сжимаемость зависить оть тфхъ ипредЁловъ давленй, въ кото- 

рыхъ она наблюдается. Такъ напр. по Атаса$ для воды при 0°С въ 
предфлахъ 1--25 атм. коэффищенть сжимаемости равенъ 52,5.10—6, 
а въ предБлахъ 2500—3000 атм.—26,1.10-°, 

Тай для прЪеной воды даетъ такую эмпирическую формулу: 

с. 107 = (520 — 17 р- р?) — 10-2(355 -- р)ё-- 10-3 + р, . . (218) 

° гдф р давлеше въ тоннахъ на дм? Для морской воды приближенно имъ 
дается: 

.0,00179 _& 
38 Р 

Т\. Переходимъ теперь къ коэффищенту внфшияго трвя р. Раз- 
мЪрность его будетъ: 

е 
О и МИ 

=? МТ-]........... 018). 

Нужно сказать, что вопросъ о внфшнемъ трени жидкостей до 
сихъ норъ не вполн® ясно и точно рьшенъ. ВеЪ числа, добытыя въ 
этомъ направлен, носять чисто спешальный характеръ, имвющй 

значене для данной опытной постановки. Прежде чмъ разыскивать 
чиеленныя значешя коэффищента у приходилось рЪшать принцишаль- 
ный вопросъ о томъ скользить ли жидкость вдоль разсматриваемаго 
твердаго тъла или нЪфтъ, и очень часто получались самые противорЪ- 

зивые результаты. НЪкоторые авторы, какъ напр. Сопеме, утвер- 
ждали, что скольженшя, вообще, не существуетъ. Друме же полагали, 

что жидкости, не смачиваюция стЪнокъ, обязательно скользятъ. Не 
нужно забывать, что коэффищенть у не имЪеть такого абсолютнаго 
значеня для разсматриваемой жидкости какъ коэффишенть внутрен- 
няго трешя № такъ какъ онъ зависить отъь вещества твердой стнки 
относительно которой происходить скольжене, — другими словами 
коэффищенть внЪшняго трешя данной жидкости можеть имЪть цф- 
лый рядъ значенй. 



Вместо коэффищента у очень часто разсматривають коэффицщ- 
ентъ ф, введенный нами раньше, гл 

размфрность его будетъ: 
1. 

Изъ опытовь Гельмгольца и Шотровскаго *) съ полымъ, вызо- 
лоченнымъ внутри, шаромъ, наполненнымъ испытуемой жидкостью 

получились тае результаты: 

Таблица И. ` 

Вала о чех 0.23534 

Алкоголь... .,. -| 0,01096 

Эфирь ........| 0.01543 

СЪрниетый углеродъ, | 0,04430 

Приведенныя числа выражены въ абсолютной систем единиць 
и вБрны для скольжешя вышеуказанныхъ жидкостей вдоль гладкой 
вызолоченной металлической стБнки при средней комнатной темпе- 
ратурЪ. 

72. Мы видимъ, что размфрность ф есть линейная величина; 
легко дать геометрическое толковаше этой величин. 

Пусть Т будетъ относительная скорость жидкости относительно 
стфнки въ какой-либо точкЪ ея. Примемъ эту точку за начало коор- 
динать, направлен!е скорости за ось Х и направлене нормали внутрь 
жидкости за ось . Сила съ которой стБнка дЪйствуеть на соприка- 
сающуюся жидкость, расчитанная на единицу поверхности будетъ 

— 7. 

Разсмотрияъ очень тонкй слой жидкости, прилегающий къ стфнкЪ. 
На элементарную площадку его 48 со стороны стЪнки дЪйствуеть 
сила 

у — та, 

*) См. Н. у. Нешовой# ата С. у. Рюбго\увК. Оебег Вефиая \горагег 
ЕШззекенеи. Н. у. Нешаноз \Иззепзев. АБ. |, стр. 172. 
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а со стороны жидкости на него дфйствуеть сила 

Таз; 

остальныя дЪйствующия силы будуть пропорщональны объему, а по- 
тому ими можно пренебречь. ИмЪя ввиду равномфрное движеше 
пишемъ: 

(Т— 7) @8=0, т. е. Т=уГ. 

Такъ какъ вдоль стьнки скорость не иметь нормальной состав- 

ляющей, то 
Оу 

ИВ 92’ 

откуда 

Если черезъ о обозначимь относительную скорость для какой 
либо точки жидкости весьма близкой къ стЬнкЪ, то 

ду 
, в —-У+ 2—0» 

или, на основаши предыдущей зависимости: 

У 
®=У (1 2 >): 

т А 

Изъ послфдней зависимости мы заключаемъ, что въ точкЪ, у 

которой 

относительная скорость будеть 0, т. е. предполагая стЪнку отодвину- 
той на величину ф вглубь самой стфнки, можемъ сказать, что сколь- 
женя вдоль этой новой границы уже не будетъ. 

Такимъ образомъ величина ф прюбрЪтаетъ вполнф реальное зна- 

чеше, 
Въ одной изъ новЪйшихь работь М. В. Оётай *) при изучеши 

скольжешя жидкостей пользовался методомъ Пуазейля, т. е. истече- 
немъ черезь копиллярныя трубки, причемъ величина ф опредфля- 
лась методомъ сравненя. ИзелВдуя течеше воды, керосина и алко- 

голя по капиллярнымъ трубкамъ изъ стекла и еЪры онъ нашелъ, 
что для воды, не смачивающей сЪры, ф равно почти одному микрону. 
Алкоголь и керосинъ смачивали какъ стекло такъ и еЪру и для нихь 
оказалось ф=0. 

*) См. М. В. Обёгай. Веспегсвез ехрёгйпепа]ез зие 1е &Нззетет 4ез Ни ез 
а 1а рагот. Тоиг. 4е Рвузчие 5-е зёме, 1, Ш (ОКюъге 1913). 
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Глава ХШ. 

Струйное и турбулентное движеше жидкостей, 

73. Положеня, развитыя въ гл. И, показываютъ намъ, что въ 
основу представленя о характер движен!я жидкостей въ томъ видЪ, 

какъ мы это до сихъ поръ разсматривали, положено понят о трубиь 
тока и струю. Изъ этихъ понят прямо вытекаетъ, что любой раз- 
сматриваемый нами потокъ жидкости можетъ быть заполненъ непре- 
рывной системой каналовъ (безконечно малаго или конечнаго сЪченйя), 
деформирующихся или недеформирующихся въ зависимости оть того 
имфемъ ли мы дЪфло съ установившимся или неустановившимся дви- 
жешемъ, стЪнки которыхъ могутъ считаться непроницаемыми для 
жидкости. Непроницаемость должна пониматься здЪсь въ томъ смыелЪ, 
что частицы жидкости, протекаюция по какой либо струЪ (или трубкЪ 
тока), не могуть проникнуть въ сосфдшя струи. Такое упорядоченное 
движене жидкости мы будемъ называть струйнымь движещемь ея. 

Но опыть показываетъ, что въ громадномъ большинств, дЪй- 
ствительно наблюдаемыхъ на практик движен! жидкости, явленя 

протекають совершенно не такъ. Частицы жидкоети пр!обрётаютъ 
такя движеня, при которыхъ всякое представлеше о струЪ, въ 

точномъ смыслЪ этого слова, утрачивается; движене частиць жидко- 
сти представляется безпорядочнымъ, т. е. скорость любой точки по- 
тока мфняется весьма быстро безъ всякой видимой законом рности. 
'Легыя частицы какого либо твердаго тЪла, плавающаго въ жидкости, 
или краска, введенныя въ потокъ, сразу показываютъ, что при та- 
комъ движени частицы жидкости перемфшиваются, сталкиваются и 
какъ будто движутся въ совершенномъ безпорядкЪ. 

Къ движенио только что описаннаго характера уже не прим$- 
нимы всЪ, до сихъ поръ полученные, результаты; требуются особые 

методы изслЬдованя, даюце возможность установить законы такого 
движен!я и написать его дифференщальныя уравнешя. Движене по- 

слфдняго рода мы будемъ называть турбулентны.мъ.. 

Въ дальнфйшемъ постараемся кратко представить развит!е ученя 
о турбулентномъ движени жидкости въ связи съ струйнымъ. движе- 
немъ ея 

74. То обстоятельство, что дЪйствительныя течешя жидкостей не 
подчиняются результатамъ, вытекающимь изъ уравнешй Навье, дан- 
ныхъ для движеня вязкихъ жидкостей, было извЪетно и учтено уже 
многими авторами прошлаго столфт!я, какъ то: Беланже, Кар!олисомъ, 
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Дюпюи и другими, работавшими надъ вопросомъ о движеши воды въ 
рЪкахъ, каналахъ и трубахъ. Но эти авторы не стремились устано- 
вить причины такихъ отклонешй отъ основныхъ законовъ движеня 
жидкостей, а просто удовлетворялись выводомъ ряда эмпирическихъ 
Формулъ, дававшихъ въ среднемъ достаточно точные для практики 
результаты. 

Первымъ пытавшимся рышить вопроеъ точно, былъ французскйй 

ученый Буссинекъ (Войззтеза), разработавций этоть вопросъ въ сво- 
емъ трудЪ: „Езза! зи’ 1а боге 4ез еаих сопгатез“. Буссинекъ, 
желая подчинить анализу турбулентное движене, воспользовался по- 
нятемъ о средней мюстной скорости (уйеззе тоуепе 1оса]е), данным 
еще раньше Сенъ-Венаномъ. 

Дьло въ томъ, что при турбулентномъ движенш, какъ мы уже 

сказали, скорость въ данной точкЪ пространства непрерывно м$няется 
такъ, что величина и направлене истинной скорости ъ подвергаются 
весьма быстрымъ и частымъ колебашямъ. Буссинекъ полагаетъ, что 
эти колебаня происходять вокругь н%котораго средняго положен я 
за нЪкоторый перюдъ времени. Обозначая этоть перюдъ черезъ Т, 
среднюю величину скорости черезъ о» и составляюцйя ея по осямъ 
черезъ ит, 6» @т можемъ среднюю мфстную скорость опредфлить 
такими равенствами: 

т 
| 

“п=-р иаЕ, 
„Е 

1 ++Т 

"=-т ОМ, сз сом лю 
=/ 1 

#+Т 

. 4. т | 9 

/1 

Къ этимъ составляющимъ скороеги Буссинекъ прилагаетъ всЪ 
ть же разсужденя, которыя были приложены къ прежнимъ величи- 
намъ и, о, № и вводить ихъ въ основныя уравненя Навье. Но кром® 
того онъ добавляеть еще дв гипотезы, которыми старается сдЪФлать 
переходъ оть струйнаго движеня къ турбулентному непрерывнымъ и 
вполнф естественнымъ. Онъ допускаетъ, что коэффищенты внутрен- 

няго и внфшняго трея жидкости зависятъ не только отъ свойствъ 
жидкости и стВнокъ съ которыми она приходить въ соприкосновене, 
но и координать точки относительно границъ. Эти два допущеня 
сдЪланы имъ на томъ основанш, что источникомъ турбулентнаго дви- 
женя жидкости служать главнымъ образомъ стЪики, благодаря не- 
ровностямъ которыхъ на нихъ возникаеть безпорядочное движеше и 
водовороты распространяюнцеся внутрь жидкости. 
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Воспользовавшись этими допущешями Буссинекъ въ указанномъ 
выше трудЪ даеть рЬшене нЪкоторыхъ вопросовъ, связанныхъ съ 
движеншемъ воды въ каналахъ и трубахъ разнаго поперечнаго сче- 
ня; причемъ результаты, достигнутые имъ, могуть считаться вполн® 
удовлетворительными для практики. 

75. Но все же рьшеше Буссинека не даетъ намъ отвЪта на ос- 
новные вопросы: каковъ механизмъ турбулентнаго движен!я? Можеть 
ли жидкость при однихъ и тЬхъ же геометрическихъ условяхъ дви- 
галься струйнымъ и турбулентнымъ движешемъ? Если можеть, то 
каковы условшя перехода одного рода движеня въ другой? Кромв 
того нужно замЪтить, что наличность струйнаго движеншя не даетъ 

еще возможности утверждать, что дла вязкой жидкости имЪетъ мЪ- 
сто движеше, подчиняющееся гипотез Ньютона о внутреннемъ тре- 
ни, т. е. имвють мЪето дифференщальныя уравненя Навье; мы мо- 

жемъ лишь сказать, что допуская гипотезу Ньютона— возможно струй- 
ное движеше. Такимъ образомъ является еще вопросъ: имЪють ли 
мфето, при наличности струйнаго движеня, законы внутренняго и 
внЪшняго треня, которыми мы до сихъ поръ пользовались. 

На послфдн вопросъ мы можемъ дать положительный отвЪтЪ. 
ИзслЪдоване Пуазейля (РозейШе) *) надъ течешемь воды по капил- 

лярнымъ трубкамъ (4= 0,0293 до 4 =0,65 пи.) вполнЪ подтвердили 

правильность зависимости (179,а) для расхода ©, данной въ $ 57, дру- 
гими словами подтвердили правильность основан на которыхъ она 
была выведена—т. е. гипотезу Ньютона. Пользуясь опытными данными 
Пуазейля былъ опредфленъ коэффищентъ внутренняго треня воды 
съ температурной поправкой въ видф (212). Нужно замфтить, что 

Пуазейль, исключительно на основан своихъ опытовъ, далъ законъ 
течешя воды по трубамъ въ видЪ: 

9=к а в, ине . (90) 

т. е. расходъ прямо пропорцюналенъ паденйю давленя на единицу 

длины и четвертой степени даметра, что вполиЪ соотвтетвуеть фор- 

муль (179, а) при отсутетыи скольжешя по стЪнкамъ, т. е. %=0. 

Теоретически формулы (179, а) воервые выведены Гагенбахомъ значи- 
тельно позже. 

76. ОтвЪтомъ на веф остальные вопросы можеть, до извЪетной 
степени, служить работа 0. Рейнольдса (ОзЪогпе Кеупо!4з) **). 

*) См. Ог. РозеиЩе. Бог 1е топуетшепе 4ез Паш@ез 4апз 1е3 (Без сарй- 
1а1'ез (Мет. ргёз. раг Гу. зах. е!г. а 'Асадепие 4ез зе. %. 6Х; 1842, р. 438). 

**) См. 0. Веуповз. Рарегз оп теевашеа] ап@ рпузса| зи ее. И, р. 71. 
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0. Рейнольдеъ поставилъ себЪ задачей провфрку закона Пуазейля 
для трубъ сравнительно большого д1аметра, причемъ параллельно 
изучалъ характеръ течешя въ испытуемой труб Для этого быль 
взять большой ящикъ, изъ котораго вода поступала въ подвергав- 
пИеся изслЪдованйо, горизонтально поставленныя, стекляныя трубы. 
У входа въ трубу устанавливалась пипетка, помощью которой въ 
текущую струю воды вводилась тонкая струйка окрашенной жидкости; 

` эти струйки направлялись строго по оси трубы. Въ ящикЪ поддер- 
живался постоянный напоръ, а скорость истечешя регулировалась 
краномъ на конц трубы. Окрашенная струйка давала возможность 
«разу судить о характерЪ теченя по трубЪ: пока струйка оставалась 

тонкой и прямолинейной можно было утверждать, что въ трубЪ 
имфеть мЪсто правильное струйное движене; если’ же наблюдался 
размывъ окрашенной струйки, обуславливавиИй окрашиване всего 
потока въ трубЪ, то это, очевидно, обозначало наступлене турбулент- 
наго движены, при которомъ частицы жидкости во всемъ потокЪ 
перемъшивались. 

0. Рейнольдеъ дьлалъ дв сер опытовъ: въ первой серйи вода 
въ питающемьъ ящик поддерживалась въ возможномъ покоЪ и вету- 
пала въ трубу по плавному раструбу, чЪмъ достигалось струйное 

движене въ начал» трубы; во второй сери искусственно создава- 

лось турбулентное движене въ началЪ трубы торможешемъ при по- 
мощи дроссельклапана. 

Первая сер!я опытовъ показала, что при всЪхъ прочихъ равныхъ 
услошяхъ, съ возрасташемьъ средней скорости движешя въ трубЪ 
наступалъь моменть когда окрашенная струйка на нфкоторомь раз- 
стоящи оть входа въ трубу разрывалась, завихрялась и окрашивала 
весь дальнфйцИй потокъ, т. е. струйное движеше переходило въ тур- 

булентное. Скорость г, при которой одинъ родъ движеня переходилъ 
въ другой О. Рейнольдеъ называлъь критической скоростью. Изъ с0- 
ображешй о динамическомь подоби*) имъ выведено для ©; такое 
общее выражеше: 

и 
а и в к ра (221) 

ГдЪ в коэфФищенть внутренияго трешя, р плотность, @ даметръ 
трубы, В коэффищенть, зависящий отъ температуры. Для воды (въ 
предЪлахъ 5°—220 С.) получилось изъ опытовъ: 

1 

Е 43,19 (1 0,0336#- одоозатву а "< -° * * (222) 

*) См. В. Л. Кирпичевъ. Беседы о механикЪ. С.П.Б. 1907 г. ст. 134. 
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гдь 4 въ тё’., Е въ (С. Для 12°С эта Формула приметъ видъ: 

0,0159 

а 
Нес аа 2080) 

Вторая серя опытовъ показала, что при очень малой средней 
скорости турбулентное движеше, созданное въ началЪ трубы распро- 
страняется на нЪ%которомъ разстоян!и отъ начала и затЪмъ переходить 
въ правильное струйное движене; съ возрастанемъ же этой скорости 
наступаль моментъ, когла турбулентное движене захватывало всю 

трубу. 
Скорость, при которой происходить такого рода разрушеше 

струйнаго движешя, можно назвать нижней критической скоростью; 

обозначимъ ее череръ и;„. Для воды 0. Рейнольдеъ нашелъ такое 
выражене для буи; 

1 

би = отв (ГЕ 0.08366 Е одобзотеуа "№ › (228) 
Для 12°С имфемъ: 

2 

о, 2. 

Ве опыты производились надъ трубами совершенно гладкими 
внутри причемь матерталъь трубъ не вмяль на результаты. Суще- 
ственнымъ является состояне стЪнокъ трубъ: напр. проволочная спи- 

раль, расположенныя внутри трубы по ея стнкЪ, значительно пони- 
жала величины критическихъ скоростей. 

Результаты полученные для воды Соиейе *) обобщиль для лю- 
быхъ жидкостей въ видЪ: 

1,29 ; 
= НЯ ТЫ . (224) 

0,204 в 
Ё ри А+ се. + (225) 

гдз а въ тё’., а по таб. 1. 

77. Несмотря на то, что результаты, полученные 0. Рейнольд- 
сомъ, имфютъ лишь частное значеше для трубъ кругового сЪченшя, 

тВмъ не менфе они дають намъ отвфты на вопросы поставленные въ 
началВ 8 75. 

Существован!е критической скорости т; показываеть, что пере- 
ходъ оть струйнаго движешя къ турбулентному есть переходъ оть 

*) См. М. Сопейе. Еб4ез зиг 1е {гоМетепе 4ез ПалиЧез. Аппа]ез Че сВише 
её Че рВуз. 1890 г. ХХЕ Т. 
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одного рода устойчиваго движеня къ другому, обусловленный какъ 
свойствами жидкости, такъ и расположешемъ границъ ея. 

Если скорость течешя менфе нижней критической скорости ® и, 
то струйное движеше вполнЪ устойчиво, а турбулентное— неустой- 
чиво. Если же скорость теченя больше критической скорости 6, то 
наоборотъ. Интерваль между нижней критической скоростью озу и 
критической скоростью %;; есть область неустойчивой формы движеня: 
при плавномъ втекани жидкости въ трубу въ этой области будетъ 
струйное течеше, въ противномъ случаЪ движеше становится турбу- 
лентнымъ. 

Пользуясь пьезометрами, поставленными въ извЪетныхъ точкахъ 
испытуемой трубы, О. Рейнольдеъ убфдился, что пока имЪло мфето 
струйное движеше (окрашенная струя не размывалась) потеря давле- 
я вполн подчинялась формулЪ Пуазейля (220), при наступлении же 
турбулентнаго движен!я потеря давлен!я становилась больше. 

Замфтимъ, что кром этой работы 0. Рейнольдса есть еще из- 
слЪдован!е 1. НорРа *) надъ теченмемь воды въ открытомъ лотк® 
прямоугольнаго сЪфчешя постоянной ширины. Результаты достигну- 
тые имъ вполнф совпадають съ результатами О. Рейнольдса. Приве- 
денныя выше, экспериментально открытыя, формы движешя жидко- 
сти и обстоятельства перехода одного рода движешя въ другой под- 
ввергались также теоретической обработкЪ со стороны многихъ ав- 
торовъ. 

Самъ 0. Рейнольдеъ, исходя изъ соображенй объ энерми дви- 
женя, пытался дать теоретическое толковаше своимъ результатамъ, 
но эту попытку нельзя признать удачной. Н. Гогепя, лордъ Каун, 
Вау1ею т, Боттеге1а, Кагатап, Моеег, В. у. Мзез, Витте Ва] про- 

должали эти теоретическя изысканя придя къ весьма сложнымъ, но 
виЪстЪ съ тбмъ довольно ненадежнымь результатамъ. 

Для насъ до сихъ поръ трудъ 0. Рейнольдса остается един- 
ственной классической работой, указывающей на существоваше двухъ 
режимовъ въ течени жидкости: одинъ, подчиняюцийся уравнешямъ 
Навье, можно назвать гидродинамическимь, другой, —который назо- 
вемъ гидравлическим», подчиняется законамъ, установленнымь чисто 
экспериментальнымьъ путемъ. Переходъ отъ одного режима къ дру- 
гому управляется критической скоростью: 

%=Е- р, 

гоЪ { какая либо линейная величина, характеризующая границы; напр. 
для трубъ { есть даметръ, для прямоугольнаго лотка—глубина по- 
тока и т. п. 

*) См. 1. Нор. ТигьШепа Ъе1 ешеш Ещззе. Аппаеп 4ег Рвузйк, 1910 г. 
№ о стр. 777. 
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78. Особое значеше приведенные выше результаты имфють для 
прикладной части гидромеханики т. е. для гидравлики. Въ основу ея 
кладется уравнеше Бернулли (32) $ 11. Но это уравнене не учиты- 
ваеть вредныхъ потерь на пути потока и практически нуждается по- 
этому въ поправкахъ на вязкость жидкости, шероховатость стЪнокъ 
и разныя мЪФестныя сопротивленя (внезапныя измфненя сЪченй, ко- 
лЪфна ит. п.). 

Для вязкой несжимаемой жидкости для случая неустановивша- 
гося движешя мы имфли уравнеше (32, 0) $ 42, которое предетавимъ 
въ видь: 

0:2 ба 
0 РА 

53 

0 — л | (А2иах + Азеау + Ашаг)-- 
1 

‚м 
На 4 

ГД = 1 и 2 обозначаютъ начальную и конечную точки ли 

тока между которыми разсматривается течене жидкости. 

Для установившагося течешя послфднее уравнеше можемъ пе- 
реписать такъ: $ 

т? р ‚_ 9, 2 ‚ ь Е-А 0, ЗЕ-А бин, .,.. (226) 

гдЪ 

Н,=— [а + 42о4у -- шаг) .^.. (227). 
1 

Н, есть потерянный напоръ на протяжени 1—2. Эта потеря 
обусловлена вредными сопротивлешями на пути (въ данномъ случа 
вязкостью жидкости) въ предпаложени струйнаго теченя. 

Для простъйшаго случая, горизонтальной цилиндрической трубы 
и дЬйствя одной лишь силы тяжести, имЪемъ: 

= =. 

Откуда (226) приметь видъ: 

ОИ ао 68 

т. е. избытокъ начальнаго надъ конечнымъь давлешемъ идетъ на пре- 

одолеше вредныхъ сопротивленй. 
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Для струйнаго движен!я Н, легко опредЪляется на основанши за- 

висимостей (162) и (174, а) $ 57. Предполагая оеь трубы горизон- 

тальной, имфемъ: 

. (229) 

ТДВ 9т= средняя скорость течешя. 5 плошадь поперечнаго е%- 
то: 

ченя трубы, К — коэффищенть пропорщюнальности, гдЪ 

к= 8" А . (230) 

Мы видимъ, что потерянный напоръ для случая струйнаго дви- 
женя прямо-пропорщоналенъ первой степени средней скорости и 
длин трубы и обратно-пропорщоналенъ площади поперечнаго сЪче- 

ня ея. 
79. На практикЪ мы исключительно имЪемъ 'дЪло съ турбулент- 

нымь движенемъ, для котораго, какъ указано выше, даже для ци- 
линдрическихъ трубъ нЪть теоретическихъ данныхъ о потерянномъ 
напорЪ; эмпирически же выведенъ цфлый рядъ формулъ для трубъ и 
каналовъ, имъющихъ такой общ видъ: 

нк М. не 

ГДЪ с—средняя скорость теченя, Г—длина трубы, К —гидравличесай 

радусъ сЪчешЯя, т. е. отношеше площади поперечнаго сЪченя къ 
смоченному периметру, К—коэффишенть зависящ оть разныхъ ве- 
личинъ, какъ то: Чаметра или гидравлическаго радйуса, средней ско- 
рости и т. п. Для $ (6) большинство авторовъ принимаетъ 

Чо) == 07, 

такъ что формулы отличаются видомъ коэффишента К. 

Въ послфднее время Ве! *) вывель выражеше для К, имЪю- 
щее видъ 

= о, ео а (282 И И (232) 

*) В. Ве. ОеЪег 4еп ОгасКВбВепуеизе Бе! ег КогИеймле горрагег цпЯ 
вазогпусхег Е№Шззекецеп. Мей. иБег Рогзевипезагь. Ней 44. 
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дающее хоропйе результаты не только для жидкостей, но и для га- 
зовъ. Въ этой формулЪ В берется въ тё’., Г въ ктё’., и—въ т. /зс., 

и въ абсолютной систем единицъ (табл. 1); Н, получается въ тё”. 

водяного столба. Коэффищентъ а имфетъ постоянное значен!е; а = 0,12. 

7 называется коэффищентомъь шереховатости, ь—коэффищентомъ вяз- 

кости. Значеше этихъ коэффищентовъ зависить отъь состояШя и 
ствойствъ стнокъ трубъ или каналовъ. 

Изъ числа всЪхъ, до сихъ поръ предложенныхъ формулъ для 
потеряннаго напора, формула Биля единственная учитываетъ вязкость 
жидкости. Биль считаетъ, что и при турбулентномъ движеши вяз- 
кость, въ томъ видЪ какъ ее разсматривали Навье и Стоксъ, играетъ 
нвкоторую роль, вопреки существовавшему до сихъ поръ предполо- 
жен!ю, что вязкость проявляется лишь въ струйномъ движенш, при 
турбулентномъь же движени все теченше управляется съ одной сто- 

роны величиной скоростей, а съ другой геометрическими свойствами 
стЪнокъ, ограничивающихъ потокъ. 

80. Все изложенное до сихъ поръ приводить къ заключенйю, что 
на практик, гдЪ мы имфемъ дЪло съ турбулентнымь движешемъ 

жидкостей, приходится при изслфдованяхъ какихъ либо вопросовъ 
сложнаго характера разсматривать каждый случай въ отдфльности и 
устанавливать для него соотвЪтствующе формулы и коэффишенты. 

Нами выбранъ для изслЪдован!я дисковой насосъ Тесла (№. Теа), 
представляющий интересъ какъ съ теоретической такъ и съ практи- 
ческой стороны. Простота устройства его даеть возможность написать, 
хотя и приближенно, уравнен!я движеня воды въ насосЪ и приближенно 

проинтегрировать ихъ, что до сихъ поръ не удавалось для другихъ 
гидравлическихь машинъ съ вращательнымъ движешемъ. Экспери- 
ментальная повфрка даетъ возможность установить правильность те- 
оретическихъ соображенй. Вторая часть нашей работы посвящена 
этому изел®дованйо. 
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ДИСКОВЫЯ МАШИНЫ. 

Глава [. 

Дисковыя машины Н, Тесла. Ихъ конструктивное 

осуществлеве, Обиця соображеня, 

1. Американсьый физикъ Н. Теела (Ог. Хоа Теа) въ докладЪ, 
сдЪланномъ въ маЪ 1911 г. Мабопа! Еесоле Тлевё Аззочайоп въ Нью- 
Торк%, предложилъ новый, по его словамъ, принципъ утилизащи энергм 

движущихся жидкостей, паровъ и газовъ, основанный на использовав и 
силъ возникающихъ при движени ихъ вдоль подвижныхь поверх- 
ностей, являющихся въ данномъ случаЪ рабочими органами, отбираю- 
щими располагаемую энерго *). 

Другими словами р$чь идеть объ использоваши, въ обычномъ 
смыслЪ понимаемыхъ, вредныхъ сопротивленй, проявляемыхъ жидко- 
стями и газами при ихъ теченш, причемъ сопротивленя возникаютъ 
либо велЪдетве вязкости въ точномъ смыелф этого слова, либо 
вслфдетЫе турбулентнаго движеня. Такимъ образомь мы имфемъ 
дфло съ новымъ типомъ фрикщонныхъ машинъ, дЪйствующихъ тре- 
шемъ жидкостей и газовъ о твердыя тфла; интереснымъ является 
здЪсь то обстоятельство, что факторъ, отъ котораго мы до сихъ поръ 
во всВхъ случаяхъ движеня жидкостей старались избавиться, является 
въ данномъ случаЪ полезнымъ, движущимь усилемъ. 

Здфсь умЪфстно будеть напомнить, что принципь этотъ не новъ, 
и что въ 1901 году профессоръ Н. Е. Жуковекй впервые облекъ его 

въ техническую форму въ вид шнурового насоса, о которомъ гово- 
рилось въ первой части нашей работы. 

*) См. „Ыесичса! Ке\йе\у ап@ \Уезега Шесимеал“, у]. 58, № 20 и уо1. 59, 
№№ Пин. СЫеасо 19 г. 

„Епдтеегша Ме\’з“, уд]. 66, № 15, 19 г. 
„Заею Атенсап“, у01. 105, № 14, Мех Уоть, 19 г. 
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2. Конструктивныя схемы, которыя придалъ этому принципу 
Н. Тесла, являются болЪе современными и представлены на черт. 1 и 2. 
Какъ видно изъ чертежей Н. Тесла избралъ за рабоче органы простые 

диски, вращаюнццеся вокругъ общей оси и дъйствующе силами трешя, 

возникающими между рабочимъ веществомь и дисками велфдетые 
ихъ относительнаго движешя. Черт. 1 представляетъ дисковой центро- 
бъжный насосъ и въ такомъ случаЪ вращен!е его должно происхо- 
дить по верхней стрЬлкЪ. Конструкщя его весьма проста. Колесо (1) 
состоить изъ ряда дисковъ, насаженныхъ на валт (2) и укрфилен- 

ии 
ГА 

Черт. 1. 

ныхъ на немъ помощью затяжной гайки (3), обварка (4) и промежу- 
точныхь шайбъ (5), устанавливающихь рабочее разстоян!е между 
дисками. Отверетя (6) въ дискахъ служать для поступлешя всасы- 
ваемой жидкости въ пространство между ними и образують вмЪетЪ 
съ ТЬМЪ ручки (7) дисковъ. 

Колесо работаеть въ разрфзномъ кожухЪ (3), ничёмъ не отли- 
чающемся оть гладкихъ, спиральныхъь диффузоровь обыкновенныху 
центробъжныхъ насосовъ, съ сальниковыми уплотнешями вала (9), 
двустороннимъ всасывашемъ (10) жидкости, и коническимъ нагнета- 
тельнымъ штуцеромъ (11). Весь насосъ монтированъ на рамЪ (12). 

Процесеъ работы такого насоса, на основан и всего вышесказан- 

наго, виолнЪ ясенъ: жидкость, находящаяся между дисками, благодаря 
треню объ нихъ приходить во вращательное движене и подъ дЪй- 
стыемьъ развивающейся силы инерщи, въ данномъ случаЪ центро- 
бЪжной силы, описываеть относительно дисковь спиральную траек- 
торйю, попадаетъ въ диффузоръ, затёмъ въ нагнетательную трубу и 
преодолЪваетъ требуемый напоръ. Если бы рабочее вещество, въ дан- 



— 137 — 

номъ случаЪ вода, поступала подъ давлешемь въ штутцеръ (11) и, 
отработавъ, уходила въ пространство (10), мы имЪли бы случай обра- 
щеня насоса, т. е. водяную турбину, причемъ вращене происхо- 
дило бы по нижней стрёлкф. Пуская вмфсто воды паръ или газъ, 
получимъ паровую или газовую турбину. 

3. Конструктивная схема спешально паровой или газовой турбины 
представлена на черт. 2. Рабочимъ органомъ и здЪсь является дисковое 
колесо (13); но ввиду большого числа оборотовъ, въ промежутках 
между дисками, для жесткости, вставлены трехконечныя прокладки 
(17), стянутыя со спицами дисковъ (15) болтами (18) въ одну сплош- 

не 

НИ 

Черт. 2. 

ную трехконечную втулку, насаженную на валъ (16). Пространства (14), 

образованныя соотвЪтетвующими вырЪзами въ дискахъ, служатъ для 
отвода отработаннаго пара или газа. 

Кожухъ турбины состоить изъ двухъ боковыхъ симметричных 

крышекъ (19) съ обводными каналами (20) для отработаннаго пара 

или газа, сальниковыми коробками (21) для уплотненя вала, и средней 
кольцевой камеры (22) съ подводящими паръ или газъ натрубками (23). 

Въ этихъ натруб ъ устроены коническе сходяпфеся каналы (24), 

переходяе въ узыя сопла (25), непосредственно подводящя рабочее 

вещество въ почти тангенщальномъ направлени къ перифери колеса. 
Для лучшей изолящи подводящаго оть отводящаго паръ пространствъ 
въ боковыхъ крышкахъ (19) устроены кольцевые каналы (26) и лаби- 

ринтныя уплотненя (27). Особенностью турбинъ этого рода является 
ихъ нейбычайно простая реверсивность, имъющая особое значеше въ 
судовомъ турбиностроенш. ДЪйствительно, открывая вентиль на одной 
изъ паропроводныхъ трубъ (28) и прикрывая на другой, мы можемъ 
вращать турбинный валъ въ любую сторону. 
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Расширяющися насадокъ (29) переходить въ суживающийся (24) 

для того, чтобы всю потенщальную энерго давлен!я пара обратить 

плавно, безъ потерь въ соплф (25), въ кинетическую энергю, заставляя 

его вступать съ возможно большей скоростью на колесо. 

4. По принципу Н. Тесла была построена паровая турбина, общий 

видъ которой изображенъ на фиг. 3. Фиг. 4 представляеть ту-же тур- 
бину со снятой верхней поло- 

виной ко и даеть пред- 

тавлеНе о вид  рабочаго 

колеса, состоящаго изъ 25 
стальныхъ дисковъ даметромъ 
18 дм. и толщиною каждый въ 
1). и. насаженныхъ на валЪ 

съ разстояями около 2,8°-/ 

Вся турбина занимаеть по пло- 
щади пола (20 Х 35) дм. *и въ 

вышину около 5 фт. ВЪеъ всей 

турбины 400 фунтовъ. 
Эта турбина была установ- 

лена на электрической станции 

Хех Уогк Е@зоп Сотр. и раз- 
вивала 200 Н.Р. эффективныхъ 

при рабочемъь давлени насы- 
щеннаго пара 125 ‘фн./дм? и 

выпускЪ въ атмосферу, давая 
9000 оборотовъ въ минуту; рас- 

ходъ пара при этомъ оказался 
38 финт. на лошадиную силу. 
часъ. При умЪренномъ пере- 
грфвЪ и конденсащи расходъ 

фев пара можетъ быть доведенъ до 
10—12 фнт. на лошадину силу— 

часъ. Какъ видимъ, условя соотвЪтетвующия обыкновенным паровымъ 
турбинамъ этой мощности. 

Н. Тесла утверждаеть, что при использовани полнаго давлешя 
котельной установки станщи, при вак} $ около 28—29,5 дм. и ком- 

паундировани, можно мощность турбины довести до 600 Н. Р., уве- 
личивъ втрое число дисковъ, на колес Ъ, что въ общемъ незначительно 

отзовется на увеличен размфровъ самой турбины. 

КромЪ этой турбины была испытана еще одна маленькая паровая 
турбина, построенная по типу черт. 1. Относительно ея особо подроб- 
ныхъ свъдЪн въ литератур не имфется. ИзвЪстно только, что она 
развивала около 110 Н. Р. эффективныхъ, при работь въ атмосферу, 
и потребляла около 36 фунтовь пара на лошадиную силу—часъ; 
кромф того указывается, что эта турбина могла бы развить большую 



мощность, препятстыемъ чему являлся слабо сконструированный валъ. 
Обращаютъ на себя вниман!е малые размфры турбины: рабочее колесо 

съ валомъ вЪситъ около 20 фнт., а кожухъ съ подшипниками не болфе 

30 финт. такъ что на 1 финт. вЪса машины приходится болфе 2 Н. Р. 

полезныхъ. Эта же турбина работала очень хорошо какъ двигатель 
внутренняго сгоранйя смесью паровъ нефти и воды. 

Фиг. 4 

Изъ полученныхъ практическихь резу ьтатовъ видно, что идея 

Н. Тесла въ своемъ осуществленш дала прекрасные результаты. Если 

экономичесвя преимущества этого рода машинъ, благодаря недостатку 
въ опытномъ матералЪ, не совсфмъ выяснены, то о конструктивныхъ 
преимуществахъ спорить не приходится; съ этой точки зря эти 
машины являются простфйшими и наиболфе удобными для реверси- 
ровашя и регулирования. . 

Здфеь умЪстно будеть указать, что нёмецюй физикъ В. Гэдэ 

(\\. бае4е) одновременно съ Н. Тесла*) сообщилъ о новомъ воздуш- 

номъ насосЪ, построенномъ на томъ же принцип® и давшемъ, еще до 
сихъ поръ не достугнутыя, стенени разр женя, выразивийяся числом 
0,0000002 "*/ш. ртутнаго столба. 

/. Саее 83-му съЪзду естествоиспытателей въ Карлеруа въ 
сентябрь 1911 г. Патентъ ть въ январЪ 1909 г. 

. также: „РаузКаИзеве ИеНзенгИ{“, \\. баеде, Ге йиззеге Кейиия Чег 
е пп ет пепез Ретийр й" Гл ротреп: Ге Моекщаиритре. № 18 (380), 
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5. Въ своемъ докладЪ, о которомъ сказано въ начал этой главы, 
Н. Тесла, приводить нЪкоторыя обийя соображешя относительно оенов- 
ныхъ размЪровъ и производительности этихъ машинъ. Онъ указываетъ, 
что полезная работа насосовъ пропорцюнальна первой степени числа 
дисковь и квадрату даметра ихъ. Что касается разстояня между 
дисками, то оно находится въ прямомъ отношени съ плотностью и 
вязкостью подаваемой жидкости и обратномъ отношени съ относи- 
тельной скоростью скольжешя этой жидкости по рабочимъ дискамъ. 

КромЪф того нужно стараться, по возможности, достигнуть равенства 
выходной скорости жидкости и окружной скорости колеса и если 
этому препятствуетъ высокое давлене въ диффузорЪ, то разбить насосъ 
на ступени давленя. 

При обращени насоса въ двигатель оказывается, что полезный 

моментъ на валу пропорщоналенъ квадрату скорости скольженя ра- 
бочаго вещества по дискамъ. При 50/0 скольженя получается наи- 
болышая мощность, наибольший же коэффищенть полезнаго дЪйствя 

достигается при значительно меньшей скоростн скольжешя и зависить 
оть свойствъ рабочаго вещества и размфровъ колеса. 

Въ слфдующей главЪ мы постараемся дать теорйо дисковых 
машинъ Н. Тесла. 

Глава П. 

Теорйя дисковыхъ машинъ Н. Тесла, 

6. Обращаясь къ построеню теор!и дисковой машины, приходится 

рЪшить основной вопроеъ: по какому закону движется жидкость между 

рабочими дисками машины? т. е. подчиняется ли это движеше зако- 
намь чистой вязкости (струйнаго движешя) или имфеть мфето турбу- 
лентное движен!е. 

ОтвЪчая на эти вопросы, приходится указать, что, вообще говоря, 
можно ожидать и тоть и другой родъ движешй—вее зависить оть 
разстоянй между рабочими дисками и скорости относительнаго дви- 

жешя жидкости по нимъ; такъ какъ и здЪсь, для случая движешя 
жидкости между параллельными стфнками, должна существовать 
своя критическая скорость, аналогично существующей для трубъ (см. 
гл. ХШ ч. 1, ниже которой движеше будетъ упорядоченное, струйное, 
т. е. подчиняющееся законамъ чистой вязкости, выше же наступаеть 
турбулентное движене. 

7. Имфя ввиду практическое приложене предлагаемой теория, 
нужно замЪтить, что до настоящаго времени не существуеть опытныхъ 
изслЪдованй, дающихъь критическя скорости движеня жидкости 

между параллельными плоскостями. КромБ того соображеше чисто 
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аналитическаго характера, которое мы приводимъ ниже, не позволяетъ 

намъ въ данномь случа использовать теорю движеня вязкой жид- 
кости какъ таковую. 

Двло въ томъ, что въ центробфжныхь насосахъ нормальная со- 
ставляющая абсолютной скорости къ вхолной поверхности въ колесо, 
и въ турбинахъ —къ выходной поверхности, принимается по всей по- 
верхности постоянной, а касательная составляющая—равной нулю. 
Имя это ввиду, и желая использовать струйную теоршю движены 
вязкой жидкости, мы должны были бы, въ нашемъ случаф, обратиться 
къ результатамъ 5$ 59—66 ч. |, гдЪ собственно говоря и разобрана 
теоретическая схема дисковой машины. Въ этомъ случаЪ входныя и 
выходныя поверхности (въ ихъ практическомъ осуществлени) будуть 
цилиндрическими поверхностями нЪкотораго опредфленнаго радуса ^, 

На основаши вышесказаннаго Е сопзЁ., а отсюда, пользуясь 
1 

уравнешемъ (185,4) ч. 1, приходимъ къ заключению, что функщя $ (2) 
обращается въ постоянную С, т. е. 

и;т= С. 

Значене этой постоянной опредЪлится изъ условй на границахъ 
(190, с). Эти условя показывають, что въ данномъ случаЪ 

С АЯ 

что возможно при услови у; =0 или С=0. 

Первое услове недопустимо, такъ какъ при у, =0 жидкость сво- 
бодно скользить по дискамъ, т. е. нытъ взаимодфйствй между дисками 
и жидкостью (см. $ 35 ч. 1), слБдовательно машина не работает, 

Второе же усломе приводить къ заключению, что расходъ жидкости 
въ машинЪ равенъ нулю, такъ какъ и„=0, иными словами мапгина 
не подаетъ и не расходуеть жидкости, т. е. жидкость находится въ 
простомъ вращательномъ движеши, что для насъ не имЪеть значения. 

Для примфненшя теори развитой въ $58 59-66 ч. [ нужно задаться 
закономъ распредълешя радальной составляющей ш, по входной или 
выходной поверхности, удовлетворяющимъ уравнешю (199), изъ кото- 
раго опредфляется функщя Я, т. е. $(2), но это съ одной стороны 
очень сложно, а съ другой—практически почти не осуществимо. 

8. Такимъ образомъ намъ остается принять существоване турбу- 
лентнаго движеня между дисками машины *). Допустимъ кром® того, 

что частица жидкости движется между дисками какъ одно ифлое, 
т. е. движеше плоское и происходить въ плоскостяхъ перпендикуляр- 
ныхъ къ оси вращен!я; наконець оть дфйстыя силы тяжести отка- 

*) См. Н. Гогепя, ТВеоме ип Вегеевииих 4ег Теза—Ктезешаег. ФеЙзенг, 
11" аз кезапие Тир теплуезеп. № 6, 7. 1912 г. 
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жемся, какъ это обыкновенно дфлается въ теори турбинъ и центро- 

бъжныхь насосовъ при разсмотрёши движешя жидкости черезъ 
рабочее колесо. 

Принявъ эти допущешя можемь написать дифференщальныя 
уравнен!я абсолютнаго движен!я жидкости въ дисковой машинЪ. Эти 
уравненя легко получатся изъ уравненйй (184) $ 59 ч. 1. Въ данномъ 
случаЪ (плоское движеше) ш,„ ш; и р не зависятъь отъ 2 и будуть 
функщями одного лишь х, 9 должно быть принято равнымъ 0; кромЪ 

того проекщи силы оть вязкости, на единицу массы, на оси гиЁ 
должны быть замфнены силами #, и Т, отъ турбулентнаго движеня. 
Такимъ образомъ получимъ: 

аи вр 1 а 

=, 
а ыы 

4 (и; =) с,“ —т 
а 1 

Остается найти выражен для В, и Т,. Для турбулентнаго дви- 
жешя примемъ силу АЕ, дЪйствующую на элементь жидкости, про- 

порцюнальной поверхности соприкосновешя этого элемента со стЪн- 
ками дисковъ и квадрату скорости х, относительнаго движеня жид- 
кости по дискамъ, 

Такъ какъ мы пользуемся цилиндрическими координатамя, то 
для ЧК получимъ выражене: 

Е — 1, в? (274 $ а"), 

гдЪ А, коэффищенть пропорщюнальности, множитель же 2 вошелъ 
потому, что каждый элементъ жидкости соприкасается съ двухъ сто- 
ронъ съ рабочими дисками. Масса элемента жидкости 47 выразится 

такъ: 
ат = ртаз @тз, 

тдь 8 разстояне между дисками. Отсюда сила на единицу массы 

жидкости будеть: 

Направлене этой силы совпадаетъ съ направлешемъ относитель- 
ной скорости у, поэтому: 

В, = Е, сов (г, з), Т, =И 608 (65). ....... 8) 

Если ® угловая скорость вращеня дисковъ, то радальная со- 
ставляющая скорости ц, будеть ш„ а касательная составляющая 
(6; — ®7), отсюда 

о Чоу? -- (Шр— ег), еее нь, (4 
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и 

д; — г 
608 (т, 0) = 608 (6, бо) — ———...... о. (5) 

о 

Поэтому, пользуясь (2), (3) и (5), находимъ: 

Е, =№004,, Т, = № 0% (и; — ог), (...... (6) 

2% гдВ № = 8 * 

Уравнешя движешя (1) примутъ такой видъ: 

аи, ир 1 др 
расе ЗНА, ЗЕ В и 
"а т №, рб, 

хозиль 9) 

. аи: т) 
Ш, 4 = 60 (Ш — ви) г. 

Услове сплошноети получится довольно просто. Обозначая объем- 

ный расходъ, въ единицу времени, дисковой машины черезъ ©, число 

дисковъ черезъ (п,-- 1), можемъ написать, что 

9 = (2=тзп!) чо, 

гдЪ выражеше въ скобкахъ есть цилиндрическая поверхность рад!уса г, 
черезь которую протекаеть жидкость съ нормальной къ ней ско- 
ростью 1е,. Послфднее равенство перепишемъ такъ: 

м и = 6, вов 

что и будеть услошемь сплошности въ нашемъ случаЪ. 

9. Обращаясь къ интегрированю системы (1, а), раземотримъ 
второе изъ этихъ уравненй. Помножая его на х, и пользуясь зависи- 
мостями (4) и (7), поелЪ проетыхъ преобразовайй перепишемъ его 
такъ: 

а ей А —а(ши" — 7) У" — 672)? +- 
а» 

Посльднее уравнеше можно представить еще въ такой форм: 

а (ву — и") ее Ев в = (иг — га) уе" — шт -- С? — ог; 
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полагая (шр’ — 97?) = и, находимъ: 

аи _ 
а 

уравнене не поддающееся непосредственному интегрированио. Мы мо- 
‘жемъ его нЪеколько упростить принимая во вниман!е, что въ раз- 

сматриваемыхъ случаяхъ движешя относительная тангенщальная ско- 
рость ю;— юг должна быть значительно больше соотвЪтетвующей 
радальной скорости №, что подтверждается опытами Г. Кэмпфа 
(0. Кешр!) надъ гребными винтами *). Эти опыты показывають, что 
относительныя траектор!и частицъ жидкости по лопастямъ винта въ 
областяхъ не близкихь къ оси вращеня наклонены къ радусамъ 
подъ углами мало отличными оть прямого. Такъ какъ въ дисковыхъ 
машинахъ активной частью является кольцевая поверхность съ доста- 
точно большимъ внутреннимъ даметромъ, то для частей этой поверх- 
ности, не находящихся въ непосредственной близости къ внутреннему 
краю, съ значительной степенью точности можно пренебречь чле- 
номъ (2 по сравненйю съ (ши — о”); такъ напр. въ нашихъ опытахъ 
наибольшее значеше С? равнялось 0,05. Принявъ это, приходимъ къ 
уравнению типа Рикатти слЪдующаго вида: 

ани -|- С: — Зиг, А он 112 

аи ея : 
де = 9 — 2%", лы, аа оо а: Л И 

которое подстановкой 

преобразуется къ такому дифференщальному уравнению второго по- 
рядка: 

2 

а? 
Фу та, [. _ 
‘а Г п ат и=о, т ЧЕ 

что предетавляеть собой каноническую форму Бесселева уравненя, 

полный интеграль котораго въ Бесселевыхъ функщяхъ „/ перваго 

рода, напишется такъ: 

уе, Ль (2) с? 7, (2), еее: - 

ГВ с. : И с» произвольныя постоянныя. 

*) См. С. КешрЕ, М№ецеге Апзевамипееп ип@ Ротзевипеей ащ{ Чет Сеыею 
Чег Бен ззейгаиье. Сейзевг. Аг Чаз сезатё. ТигЬтеп\уезеп. №№ 10, п, 15, 
19 г. 
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Переходя отъ перемфнныхъ у и х помощью подстановки (9) об- 

рално къ и иги замфчая, что и = и; — ®7?, послЪ простыхъ пере- 

дЪлокъ, на основан и фундаментальныхъ свойствъ Бесселевыхъ функ- 
ЩИ, получим: 

и =" 4/2 [и ЕО с-74ь(З/ — зан ош") (12) 
та ат |. — Зва 78) Ес, (ЗУ =3ват8) оо 

гдБ с’ произвольная постоянная, опредфляемая изъ условЙ на грани- 
цахъ. Такъ, для насосовъ обыкновенно принимають, что ш; обращается 

въ нуль на входной поверхности въ колесо, т. е. для Г=у,, а для 
турбинъ значене №; на входной поверхности будетъ извЪетно. 

10. Зависимость (12) есть полный интегралъ уравнешя (8, $) и 
въ связи съ (7) даеть рЬшене кинематической стороны вопроса. 

Дьйствительно, обозначая дробь въ правой части (12) черезь — Е (№), 
находимъ для 1; и №, два уравненя вида: 

Ш =" Е), №, =5 М ай 

(см. $ 44, ч. 1), то, подъливъ 

откуда уравнене абсолютной траектор!и частицы жидкости напишется 
такъ: 

+= = +4 (гос, о а 

ГДЪ квадратура можеть быть найдена съ любой степенью приближеня. 
И, Для насъ представляютъ большой интересъ динамическя со- 

отношеня, имъюция мЪето при движени жидкости черезъ колесо 
дисковой машины. Для вывода этихъ соотношенй составимъ балансъ 

энер для частицы жидкости въ предЪлахъ рабочаго колеса. Напи- 
шемъ работу внфшнихъ силъ, приложенныхь къ элементу жидкости 
на элементарномь пути абсолютной траектои, расчитанную на еди- 
ницу массы. 

Для этого изъ уравненя (1) опредфляемъ составляюция В; и Т, 
этихъ силъ по координатнымь осямъ. Находимъ: 

Чи, иво тар 
Вы а т р а’ 

а: (0) 
и, аи). 

ре 
т. ар 
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составляюния по тмъ же осямъ элемента абсолютной траекторш 48 

будуты 

@,=; а, = та; 

или, на основаШи выражен для №, и шь приведенныхъ въ предыду- 
щемъ параграфЪ, эти составляюция перепишутея такъ: 

6} 4 
@3,= 47, = — г = т}... .. (15) 

и, 

Помножая А, и Т, соотвфтетвенно на эти проекщи, послф иро- 

стыхъ преобразовашй получимъ: 

В, Те о, аи, а Ч 16) , @-- Т, газ = ваше, и Е М ЕЕК 

Правую часть этого равенства мы можемъ такъ представить: 

в в К 
иди, из аи, 9. ва ( и о . 2.) ва ( + "), 

гдф оа абсолютная скорость движешя частицы жидкости, а А удЪль- 

м Е ‚ба ` 
ный вЪсъ ея. Замфчая, что выражене ы + есть полная энермя 

частицы, расчитанная на единицу вЪса, размЪрность которой есть 

длина, перепишемъ (16) въ видЪ: 

В: аг-+ Туиар=9аН,. еее 

гдЪ Н, полная энермя въ колесЪ, будеть функщей оть и. 

Обозначая черезь у полярный уголь относительной траектори 
частицы (относительно вращающагося диска), отсчитанный отъ своей 
подвижной полярной оси, можемъ написать, что 

фев, . . (18) 

или 

@р = @ 9... еее. . (18,0) 

подетавивъ это выражеше для @р въ (17), найдемъ: 

(В, а" -- Т, та) -- Т, то@ = 9а И; 

И" 3 Р' и 
пользуясь выражешемъ для Т, изъ (1,5) и замЪчая, что @&= 5 

” 

репишемъ послфднее равенство такъ: - 

(В, а’ Т, та}) + о (иг) = 9аН. 
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Такъ какъ 

г = 43с8 (г, @) и га}; = аз сз (6, аз), 

дЪ 4: элементь относительной траектори, совпадаюций по направ- 
лено съ относительной скоростью ух, то, на основаши (3), имЪемъ: 

В, а" + Т, га} = Е, @в, 

поэтому послЪднее равенство перенишется такъ: 

К, аз ва (и; т) =94Н; .......-.. . (19) 

это уравнеше и предетавляеть собой баланеъ энер въ дифферен- 

щальной форм для дисковой машины. 

12. Для боле подробнаго выясненя механическаго смысла по- 
слЪдняго уравненшя, помножимъ второе уравнене въ (1,0) на 

271187? раг, 

поел№ чего оно приметь слВдующ видъ: 

(27 гп 8,0) @ (шут) = [Тя тти8аг6)| г. 

Множитель въ скобкахъ слфва есть масса М жидкости, проте- 
кающей въ единицу времени черезъ рабочее колесо; справа въ пря- 
мыхъ скобкахъ стоить выражен!е касательной силы, приложенной къ 
массЪ элементарнаго кольца внутренняго радуса 7, ширины п.8 и 
толщины 4”, слфдовательно все выражене справа есть элементарный 
моментъ 4 силъ, приложенныхь къ этому кольцу. Такимъ образом 
имЪемъ: 

Ма(ш,т) = @9%,........... . (20) 

или 

(о 
4 (ит) = м =“, 

гдЪ 4), -- элементарный моменть, расчитанный на единицу массы, 
протекающей въ единицу времени. Такимъ образомъ уравнеше (19) 
перепишется въ видЪ: 

Е, 3 + ® 4, =04Н.......... (1%) 

Первое слагаемое слФва представляеть работу силы на единицу 
массы, приложенной къ частиц жидкости, на элементЪ относительной 
траектории. Это есть работа противъ врецныхъ сопротивлен!й въ колес 
дисковой машины, представляющая собой затрату энерми на турбу- 
лентное движене; причемь нужно замфтить, что другихъ вредныхъ 
сопротивленй, въ данномъ случаЪ, въ колесЪ не будеть. 
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Второе слагаемое въ лВвой части есть элементарная работа на 
единицу массы, извнф приводимая къ валу—въ случаЪ машины орудя 

(насоса), или получаемая съ вала—въ случаЪ машины двигателя 
(турбины). 

Въ правой части стоитъ полная энермя на единицу массы, по- 
лучаемая въ первомъ случаЪ и располагаемая во второмъ. 

Въ томъ и другомъ случа работа на валу по знаку противо- 
положна работ Е,4з. КромЪ того, если элементарный моментъ (8, 

приложенный извнф считать для насоса положительным, то для дви- 
гателя онъ будеть отрицателенъ, такъ какъ двигатель есть обращеше 
насоса. 

Поэтому помножая уравнеше (19,4) на М— массу жидкости, про- 
текающую въ единицу времени черезъ колесо, получимъ: 

== 41, = в = А0аН; 

интегрируя въ предЪлахъ колеса, найдемь для насоса 

9, = АОН, + Г» 

гдз 40 = Му; или, на основан (20): 

А о [у — 99, ао ор ей 

для двигателя аналогично получимъ: 

24 ` 
Е о (ору в) и = З0Ни—Тт...... , (22) 

Отсюда гидравлическе коэффищенты полезнаго дЪйствЯ плр И Пт 
дискового насоса и двигателя напишутся такъ: 

тир = о "Ро в (брт), — (6) 
о Вет. (7 

© | (2), — (161). } т 
Тит = АЙ ы 

ЯН т 

Нужно замЪтить, что здфеь гидравлическе коэффищенты полез- 
наго дйстыя относятся только къ потерямъ энерми въ колес, такъ 

какъ Н(у) есть энермя созданная или потраченная въ одномъ лишь 
колесЪ. Поэтому потери энерМи въ направляющихь кожухахъ или 
лопаткахъ и другихъ мЬстахъ внЪ колеса этими коэффищентами не 
учитываются. 
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13. Два послфднихь выражен (21) и (22) ничЪмъ не отличаются 
отъ основныхъ уравнешй Эйлера для турбинъ и центробъжныхъ на- 

сосовъ, работающихъ лопатками. 

Присоединяя сюда уравневя (7) и (12), мы могли бы рЬшать 

любой вопроеъ относительно дисковой машины, если бы сложность 

уравнен!я (12) не являлась значительной помхой. Можно, конечно, 

пользуясь рядами для Бесселевыхъ функщй, правую часть въ (12) 
представить въ видф ряда, но, остановившись даже на второмъ член® 
разложешя, мы получили бы очень сложную зависимость между хи 0. 
Для практическихь примъненй гораздо удобнфе праемъ, предложен- 

ный Г. Лоренцомъ, который мы эдЪеь и изложимъ. 

Для этого вернемся къ уравнению (19): 

Е, аз + о4 (из г) = 94Н, .......... . (19) 

въ которомъ элементъ относительной траектории 42 можеть быть такъ 
представлен: 

43 = в 4, 

или, такъ какъ и, = 

копоти 

КромЪ того, на основан и (2) и (+), приближенно можемъ на- 

писать 

Вии, В а коки Бан 

что соотвфтетвуеть отбрасыванйо въ выраженш для 5? члена и,?. Мы 

это дълаемъ на основан тьхъ же соображенй, по которымъ въ урав- 
нени (8, а) пренебрегли членомъ (С. Другими словами мы полагаем 

90 = Мф, „еее на но + (26) 

Подетавляя (24), (25) и (26) въ (19), и пользуясь основным урав- 

нешемъ силошности (7), имфемъ: 

а (Ш — ог) гаг + о4 (ву) = 9аН; (1) 

отбрасывая въ уравнени (8) С найдемъ, что 

4 (вт) = а (в — оу, ен. (28) 

на основаши чего (27) приметь видъ: Е 

а (6; — ог} шутаг =9аН.......:.... (29) 
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Помножая это уравнене на 7?, на основаши (23) перепишемъ 

его такъ: 
(и) а (мг) =0°Н. (ее 9) 

Интегрируя въ предфлахъ колеса, находимъ: 

(ши) — (ш") 2 
# 

ам о Нек) 
к 

съ другой стороны, уравнеше (29) помноженное на 72, представится 
въ видъ: 

ан 
а (ши — т)? =" ——. (р — от) р" З% 

14. Уравнешя (31) и (32) весьма просты и удобны для подече- 
товъ, но въ нихъ является неизвфстной функщя Н(г)—энермя прю- 
брЪтаемая или отдаваемая въ колесЪ (на единицу вЪса). 

Для функщи Ну) можно вывести приближенное выражен, при- 

мфнительно къ дисковымъ насосамъ, исходя изъ слЪдующихъ сообра- 
женй. Разлагая Н(г) въ рядЪ, напишемъ: 

"п в 
Н(’)=На)-Н(и—т) Н’р- аки 

Замфчая, что х, есть ращусъ цилиндрической поверхности, на 
которой рабочая жидкость вступаеть въ колесо, а 7,—на которой остав- 
ляеть его, можемъ утверждать, что для вефхъ дисковыхъ машинъ 

Не] =, орала АЙ 

Кром того, въ насосахъ жидкость вступаетъ въ колесо въ ра- 

дальномъ направлен, т. е. ы 

(к), =0, 
поэтому изъ (32) 

ВИ = лы] 

обозначая полный напоръ въ колес черезъ Ну, т. е. 

ВЕН, ео В 

и останавливаясь въ разложени на третьемъ член, получимъ для 
функци Н(х) выражеше: 

т— ни Нь (Шт оны 21 
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Подетавляя въ уравненя (31) и (32), найдемъ окончательно; 

З9НЕ ум м ти 6") — (ши), = г ВЯ ) (рр) АЛ А 7 ИТС 

.. (85) 
29Нь 

(— т) 

Эти уравненя и (34) имфють мЪето для дисковыхъ насосовъ. 
/Лоренцъ пользуется функщей Н\”) въ видЪ (34) и для турбинъ, что 
не согласуется съ сдланными имъ заключешями, приведенными ниже. 
Принимая ихъ, какъ намъ кажется, нужно итти слфдующимъ путемъ. 

Считаясь съ тЬмъ, что въ турбинЪ жидкость движетъ колесо, 
должно имфть мъето соотношенй 

а (шву — 9) ии = 5 ("— и). 

и = ог, 

такъ какъ относительная скорость въ тангенщальномъ направлени во 
всякомъ случаЪ совпадаеть съ направлешемъ вращеня; при сколь- 
женш жидкости относительно дисковъ абсолютная скорость больше 
переносной и въ предфльномъ случаЪ (отеутстве скольженя) насту- 
паеть равенство ихъ. Если бы оказалось, что на части диска относи- 
тельная скорость по касательной отрицательна, т. е. 

6} © ог, 

то на этомъ участкЪ колеса жидкость тормозила бы вращене и его 
пришлось бы отбросить. 

Такимъ образомъ, для лучшаго использовашя энерми жидкости, 

мы должны допустить, что на выходной поверхности, для "= т», абсо- 
лютная и переносная т: нщальныя скорости равны, т. е. 

(и — ег), =, =0, или (101) = г... 4... .- - (36) 

Дьйствительно, въ этомъ случаЪ абсолютная скорость, съ кото- 

рой жидкость покидаетъ колесо будеть наименьшей. Имфемъ: 

(ба)? = (и -- ( = =)’ 

откуда, на основаши вышеприведенныхь неравенствъ, наименьшая 
величина для (и)» будетъ: 

эт. (Ваз)? == (гь)* + ( 

а слЬдовательно и уносимая изъ колеса энермя будеть шиипиит. За- 
мфтимъ, что при этихъ услошяхъ относительная траектория ча- 

стицы жидкости на выходной поверхности будеть направлена ра- 
Ф1ально. 
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Положешемъ (36) для выходной поверхности пользуется и Лоренцъ. 
На основани (36) и (32) находимъ: 

УР. сле о Ва 

присоединяя сюда условше 

ВИО, ол ое И 
найдемъ видъ функщи Н(’) для дисковой турбины. 

Для этого воспользуемся разложешемъ: 

Ге 2 

Но = Нед тона А Нид... 

полагая въ немъ х=х,, на основани (4), (В') и (33) получимъ (оста- 

навливаясь на третьемъ член»); 

ЭН 
ик ВВ 
ЕСТЬ 

откуда, послЪ передфлокъ: 

Н(к) Нь (ии, —2м,) (", —") (37) а РИ 2) (1 ЖЕНЯ 

Уравненя (31) и (32) перепишутся такъ: 

г А 39 Нк [и, (3—3) _ (9—| 
(ше — (юр) ев | т Па = р 

.. : (35,4) 
29 Нк 

п’ 
а (ри — ©) ву" 

Мы видимъ, что какъ для функши Н(»), такъ и для основныхъ 
уравненй дисковыхь турбинъ, получаются друмя выражешя по 
сравнению съ уравнешями (35). 

ЗамЪтимъ здесь, что всюду въ предшествовавшихь выводахЪ 
черезъ х, обозначался радусъ внутренней поверхности колеса, по 

которой жидкость въ него вступаетъ, а черезъ г, — ратуеъ внзшней 
выходной поверхности изъ него, причемъ х, >”, и уравненй (35, а) 
написаны для турбины съ внутреннимъ подводомъ воды (подобной 
турбины Фурнейрона). ЗамЪфняя въ (37) и (35,4) т, на г» и наоборот 

получили бы уравнешя для турбинъ съ внЪшнимъ подводомъ воды 
(подобно турбинЪ Фрэнсиса). 

Г. Лоренць оставляеть и для турбинъ функщю Не) въ преж- 
немъ видЪ, принимая услове (36) на выходной поверхности т. ©. по- 
лагаеть 

РТ ыы В Н(») И. прак 

гдБ и, считается входнымъ, а г, выходнымъ радгусомъ. 
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Принимая для Н(г) выражеше (34), и считая 7, выходнымьъ ра- 

усомъ, мы можемъ, конечно, положить 

(6); =от,, 

но не имъемъ права считать на выходной поверхности турбины 

Н(г,) =о0, 

такъ какъ въ данномъ случаЪ Н()= Ну. Между тЪмъ функшя (34) 
удовлетворяеть именно этому невЪрному 

Оставляя для турбины уравнения (35), т. е. функцию Н(г) въ видЪ 

(34), нужно добавить, что на входной поверхности имЪетъ мЪето усло- 
зе (36), т. е. относительная траекторя направлена рабально. 

Принимая же положеше Г. Лоренца, т. е. 

(Юаня ть. еее х (36) 

для выжодной поверхности придется уравнешя для турбинъ писать 
въ видЪ (35,а). 

Изъ всего предыдущаго вытекаеть, что считая для насосовъ на- 
правленге входной абсолютной скорости радальнымъ, а для турбинъ 

то же для входной относительной скорости, можемъ пользоваться 
уравненями (35) какъ для турбинъ, такъ и для насосовъ. Въ даль- 

нЪйшемъ мы такъ и поступимъ. 

15. Для г==х, уравненя (35) примутъ видъ: 

и Е З9Нь (ти т у и 
(6р’)5: (шт)? а 1 эт ы) 

В 29 Ныз? 
[ср ) — оо (и "5 = а, т)’ 

причемъ изъ второго уравненя находимъ: 

Ей. И Ва 
тт, И ашть т) 

Знакъ плюсъ берется въ случаЪ насосовъ, для которыхъ 

> шь 

знакъ минусъ—для турбинъ, гдЪ 

иг < юз 
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кромЪ того для насосовъ мы приняли 

(ш’), = 0, 
а для турбинъ 

(юг), = ®г?. 

Останавливаясь на насосЪ, исключимь (ю/’)» изъ перваго урав- 

невя (35,5) и (33); замВчая что а = аи, найдемъ: 
р 

ы.2 = АН -- Вов ний, ......... (89) 
тдъ 

тэ* И и то? 2 т дыре. 
Бы (7 У ав = эти. (и. —*), 

ПАО: ось оке а 

Такимъ образомъ (34) есть уравнене состояшя дисковаго насоса, 

связывающее расходъ (въ вЪеовыхъ единицахъ), полный напоръ ко- 
леса и число оборотовъ. 

На основанш (23) гидравличесй коэффищентъ полезнаго дЪй- 
стыя насоса напишетея въ видЪ: 

ЯН 
9 (ии). ыы тир = 

Пользуясь (35,6) и (10) и имя въ виду, что для насоса 

(Шу): = 0, 

находимъ, что 
(ши) = АУ Нь, и ел ке И 

откуда гидравличесый коэффищенть полезнаго дЪйствя дисковаго 
насоса приметъ видъ: 

или 

. (43) 

тд 

. (44) 

Замфтимъ здЬеь, что теошя обыкновенныхь центробфжныхъ на 
сосовъ даетъ для гидравлическаго коэффищента полезнаго дЪйствя 
выражене 

. . (45) 
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глЪ 
8 

о ( и .) 
= (3 
на тек 5: 

ЗдБеь и и 8, углы абсолютной и относительной выходныхъ ско- 
ростей жидкости изъ колеса съ его окружностью; т,—радщусъ этой 
окружности. Н„—манометрическй напоръ, создаваемый насосомъ. 

Уравнене состояшя для турбины получится исключешемъ 
(ши), изъ тЪхъ же уравненй (35.0) и (38), но при услови 

(ш”) = юг, 

что значительно усложнить видъ уравненя. 
Гидравлическй коэффищенть полезнаго дЪйствя турбины пред- 

ставится такъ: 

[ог — (№+”),] 
Е а а а Тит нь (16) 

Во вефхъ предыдущихъ уравненяхъ отсутствуеть радальная 
составляющая №, что понятно, такъ какъ мы съ самаго начала пре- 
небрегли величиной С, гдЪ 

9 с 
ее хр Ат 

2Е8Т у. @) 

При подечетахъ входной поверхности колеса мы должны будемъ 
вернуться къ этой величинЪ. Для колеса насоса мы можемъ прямо 
задаться 2, и отеюда по данному © опредфлять остальные разм$ры. 
Въ турбинахъ намъ долженъ быть данъ уголь а наклона лопатки 
направляющаго аппарата къ радусу, въ такомъ случаз 

(ш-) = (юр, ва, 

или: 

(шут), = (ю"), 92; 

но (№’), =®г, поэтому уравнентю (7), для турбины, можно придать 
видЪ 

9 ®7, 610 2= а ео < . (47) 

Этими соображещями мы и закончимъ главу о теори дисковыхъ 
машинъ. 
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Глава Ш. 

Опьгтное изслфдоване дисковаго насоса, 

16. До сихъ поръ въ технической литератур не имфется указа- 
и на каке либо, систематически поставленные, опыты съ дисковыми 
машинами; это обстоятельство, конечно не даеть возможности практи- 
чески оцфнить пригодность вышеприведенной теор. ИмЪя это ввиду, 
мы произвели рядъ опытовъ съ дисковымъ насосомъ, описане и ре- 
зультаты которыхъ мы приводимъ ниже. 

Лабораторныя средства *) не позволяли построить спещальный 
насосъ, поэтому для опытовъ. былъ приспособлень имфвиййся въ ла- 
боратои центробфжный насосъ. Фиг. 5 и 6 даютъ представлене о 
всей установкЪ, а на черт. 7 данъ конструктивный чертежъ насоса, 
подвергавшагося испытанию. 

17. Рабочее колесо состоить изъ 
толщиной 2" работающихъ кольцевой поверхностью наружнаго ра- 
друса и, |". и внутренияго х,—= 30"/„, удерживаемыхъ на валу 
тремя ручками шириной въ 24"./„.. Для измфненя разстоянй между 
дисками, ме: ними помбщались желфзныя прокладки наружнаго 
даметра 50"./„. и толщиной въ 1%/„».. 

У наружнаго и внутренняго краевъ диски на протяжени 5% |», 
заостривались для болЪе плавнаго вступлейя воды въ колесо и вы- 
хода изъ него. Диски зажимаются на валу между двумя установоч- 
ными кольцами и образуютъ такимъ образомъ рабочее колесо, съ тёмъЪ 
или иныхъ числомъ дисковъ, въ зависимости отъ числа прокладоч- 
ныхъ шайбь между ними. Для устранешя осевыхъ перембщенй вала 

на наружномъ подшинникЪ устроенъ шариковый подпятникъ (на чер- 

теж опорная часть удалена). Остальныя детали ясны изъ черт. 7. 

адкихь желфзныхъ диековъ, 

18. Насос ириволится въ движене электромоторомъ поетояннаго, 

тока завода А. Е. (1., работающимъ нормально при Е =250 и /=36 
(около 10 Н. Р.), еъ перемъннымь чиеломъ оборотовъ оть и = 800 до 

п = 1500, регулируемыхъ реостатомъ. Полезная мощность М№т, отда- 
ваемая на валъ насоса, опредФлялась по кривымъ, составленнымъ для 

*) Опыты производились въ гидравлической лаборатор!и Кевекаго Поли- 
техническаго Института Императора Александра И. 



Фиг. 5. 



Фиг. 6 



=== 

Е
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этого мотора при вышеуказанномъ чиелЪ оборотовъ; для промежуточ- 
наго числа оборотовь полезная мощность опредлялась интерполиро- 
вашемъ. По вольтметру и амперметру опредфлялиеь вольтажь и 
сила тока, по силЪ тока изъ кривыхъ находилась полезная мощность 
М№,т; вольтметрь служиль для контроля, такъ какъ кривыя могли 
считаться годными лишь при вольтажь равномъ или близкомь къ 
250 Е. Число оборотовъ в вала насоса и мотора опредфлялось счетчи- 
комъ оборотовъ съ секундомфромъ. 

Основные элементы работы насоса: расходъ подаваемой воды 

©,И"./зс. и полный напоръ Н ть. учитывались: первый—водомЪрнымъ 
приспособлешемъ, а второй — манометромъ поставленнымъ у флянца 
нагнетательнаго штутцера и вакуметромъь у флянца всасывающаго 
штутцера. Манометрь и вакуметръ обыкновенной системы „Зеваег & 
Видепегя“; по манометру отечеты производились въ Фн./дм2, причемъ 
десятыя доли фунта приходилось оцфнивать на глазъ: Во время 
проиаводства опытовъ манометръ несколько разъ провърялся на при- 
борЪ Рухгольца (виденъ на фиг. 5); что же касается вакуметра, 10 за 
отсутотмемьъ прибора для его повЪфрки, параллельно съ нимъ быль 
включенъ обыкновенный ртутный вакуметръ, показан ями котораго мы 
тлавнымъ образомъ и пользовались. 

19. ВодомЪрное устройство (фиг. 5) состоить изъ большого резер- 

вуара (ящика), размфромъ 2805 х 1210 Х 905"-/ш, надъ  которымъ, на 
двухъ двутавровыхъ балкахъ, помЪщаются два малыхъ цилиндриче- 
скихъ бака даметромъ въ 1090"”-/ „. и высотой 300"./„.; между этими ба- 
ками укрЪилена оеь на которой качается желобъ, приводимый въ дви- 
жеше рычагомъ съ противовЪеомъ, На днЪ баковъ устроены клапана, 

соединенные шарнирными звеньями съ концами желоба такъ, что при 
наклонЪ желоба къ одному изъ баковъ, клапанъ въ дн® его закрыть, 
а въ ди другого бака открыть. 

Вода, подаваемая насосомъ, забирается изъ дна большого резер- 
вуара по трубЪ даметромъ въ 3” и по такой-же трубЪ нагнетается въ 

желобъ, причемъ, въ зависимости отъ наклона желоба, наполняется то 
одинъ, то другой малый бакъ. Когда во время наполненя одного изЪ 
этихъ баковъ, вода достигнеть мЪтки на водомфрномъ стеклЪ, рычагь 
перекидывается, клапанъ въ днЪ этого бака открывается, и вся вода, 
въ нфсколько секундъ, выливается въ болыной резервуаръ; въ то-же 
время начинается наполнене другого бака, клапань въ днЪ котораго, 
при перекидывани желоба къ нему, закрывается. Таким, образомъ, 
считая съ одной стороны время по’ секундомЪфру, а съ другой—чиело 

баковъ, вытекшихъ въ болыной резервуаръ, мы можемь опредЪлить 

искомый расходъ 0,И”./зе. Въ нашемъь случаЪ каждый малый бакъ 
подавалъ въ общий резервуаръ 600 И». причемь въ нашемъ устрой- 
ствЪ циркулировало все время одно и то-же количество воды. 

20. Такой способъ опредълешя расхода обладаеть однимъ круп- 
нымъ недостаткомъ на который необходимо указать. Дфло въ томъ, 
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что за время наполнен я одного изъ верхнихъ баковъ, вода изъ нижняго 
резервуара непрерывно отсасывается насосомъ, такъ, что уровень въ 
немъ все время понижается, т. е. статическая высота всасываня  не- 
прерывно растеть; исключеше составляють ть нЪсколько секундъ 
(около 10) въ течеше которыхъ вода изъ другого верхняго бака вы- 
ливается въ нижн резервуаръ. Въ нашемъ случаЪ это пониженше за 
время наполнен я одного бака будеть: 

600 У 
Та. 9805 Та 

Такъ какъ уровень воды въ большомъ резервуар находился 
всегда на высотЪ 355"”/„. надъ осью колеса, при верхнихъ пустых 
бакахъ (т. е. статистическая высота всасываня была отрицательна), 
то во время работы насоса эта высота постепенно убывала, достигая 
половины ея, а затфмъ, при перекидывани желоба, вода устремлялась 
изъ верхняго бака въ нижн! резервуаръ съ большой скоростью, 
увлекая съ собой воздухъ и нарушая этимъ, въ значительной мЪрЪ, 
вакуумъ. 

Ве эти явлешя, вмЪетЬ взятыя, создавали неустановивиййся 

процесеъ работы насоса, особенно вмявш на показашя вакуметра; 

насколько значительны были колебаня ртутнаго столба видно изъ 
численныхъ результатовъ опытовъ, приложенныхь въ концЪ главы. 

На показан я манометра неустановивиийся ходъ насоса не ока- 
зывалъ столь рфзкаго вляня. 

Веф эти обстоятельства показываютъ, что опыты производились, 
въ довольно грубой технической обстановкЪ; поэтому мы считаемся, 

главным образомъ, съ качественной но не количественной стороной 
ихъ. Примфнене болфе точныхъ методовь обработки результатов 
наблюденй (по теори наименьшихъ квадратовъ) было бы здЪеь не- 

цфлесообразнымъ ввиду ряда побочныхъ обстоятельствъ, аналитически 
не поддававшихся учету. Съ своей стороны лабораторныя средства не 
позволяли создать болфе благопраятной обстановки для опытовъ. 

21. Такъ какъ насъ интересуетъ главнымъ образомъ инликаторная 
работа колеса насоса, а не всего насоса какъ машины въ цфломъ, то 
для нахождешя ея мы опредЪляли полный напоръ Н (въ теор Ну) раз- 
виваемый въ колесЪ, другими словами полную энерго колеса, раечи- 
танную на 1 Крг. подаваемой воды. Эта энермя можеть быть опредф- 
лена слЪдующимъ образомъ: обозначая давлеше, скорость и высоту 
центра всасывающаго флянца надъ нФкоторымъ уровнемъ черезь р,. 
в: И 2, а черезъ р» в» 2 тВ-же величины у нагнетательнаго флянца, 
можемь написать: 



и 

По манометру опредфлялось избыточное надъ атмосферой давле- 
е въ Фн/дыл, а по вакуметру —недостающее до атмосферы въ =. „ 
ртутнаго столба. Поэтому, если р» отсчеть по манометру въ Фи/дм., 
а Ра давлеше атмосферы, то 

10,33; 
пе ин (2 Е м) т. оезаиИЕ, А Ат ал Г 

ГД 

10,33.р 
Па= ол ВЕ ЯИ о иона х 5) 

Для открытаго ртутнаго вакуметра, обозначая черезъ р, отечеты 
въ "/„. имфемы: 

р _ Ва 10,33. ре _ (> 
Ее ИВ А 

А А 60 — 1 пи’, . За, > О 

Гл 
10,33 р» й 

= 0,0136 р; ое ча-ь . 19 160 “20,0136 р; тй. (51) 

Если теперь обозначимь превышен центра нагнетательнаго 
флянца надъ центромъ всасывающаго черезъ й„„ то изъ (47) найдемъ: 

Н=тм- т 1, - 

въ нашемь случаЪ йи=0,18 ит. 
Такъ какъ даметръ всасывающаго штутцера 0,07 тё’., а нагне- 

тательнаго 0,09 ф"., то членъ, представляющий скоростной напоръ, 

не обращается въ нуль. Чтобы упростить расчеты мы вставили въ 

нагнетательный штутцеръ коничеекую втулку внутренняго даметра 
0,07 тёЁ’. и такимъ образомъ обратили въ нуль скоростной напоръ. 
Конечно этимъ путемъ мы понизили манометрическй напоръ, что въ 
обыкновенныхь центробЪжныхъ насосахъ избЪгается, но въ нашемъ 

случаЪ не имЪеть значешя, такъ какъ насъ интересуетъ полная энер- 
г]я, создаваемая колесамъ. Такимъ ‘образомъ для колеса насоса будеть: 

Н= Ну =@-Н- 0,18) т"... ..... . (53) 

Необходимо замЪтить, что на самомъ дЪлЪ 

Нь> НИ, 
такъ какт 

Ньу=Н- Е, 

тдЪ А гидравлическя потери на путяхъ оть всасывающаго флянца 
до входа въ колесо и оть выхода изъ колеса до нагнетательнаго 
флянца. Ввиду сложной формы насосной камеры намъ не удалось 

опредфлить эти потери даже теоретически. 
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Такимь образомъ эффективная мощность колеса въ Н.Р. будетъ: 

тина 

гдф (©, измЪрено въ Ии./яс. помощью водомфрнаго устройства. 

Утечка черезъ зазоръ, существующая въ обыкновенныхъ центро- 
бЪжныхъ насосахъ, въ данномъ случаф ие поддается учету. Наобо- 

роть-—при малыхъ размфрахъ пространства между наружными поверх- 
ностями крайнихъ дисковъ и боковыми стЪиками насосной камеры, 
возможенъ даже нЪкоторый положительный раеходъ. 

22. Изъ кривой для электромотора опредЗляется для даннаго 
числа оборотовъ полезная мощность №, въ Н. Р., отданная на валЪ 
насоса, такъ что полный коэффищенть полезнаго дЪйствя колеса на- 

соса представится въ видЪ: 

Мер рее ееене + 65) 

Въ обыкновенныхь центробъжныхь насосахъь полный коэффи- 
щенть полезнаго дЪйстья имфетъ несколько иной видъ, такъ какъ въ 
немъ вмЪето полнаго напора Н, стоитъ манометрическй напоръ Ни» ВЪ 
которомъ отсутетвуеть членъ, характеризующий скоростной напоръ. 

Въ нашемъ случаЪ эти два напора, а слфдовательно и коэффишенты 
полезнаго дфйствыя совпадаютъ, такъ какъ входная и выходная ско- 
рости у штутцеровъ насоса равны. 

23. Гидравлическй коэффищенть полезнаго дЪйствйя колеса пред- 
ставится такъ: 

о к и р = Уж— м, 

гл №, мощность, затраченная на механическя потери. Эти механи- 
ческя потери, въ нашемъ случаЪ, двоякаго рода: потери на треше 
въ опорахъ насоснаго вала и потери на треше о волу наружныхъ по- 
верхностей двухъ крайнихъ дисковъ колеса. 

Потери перваго рода могли бы быть опредфлены чисто опытным 
путемъ, но для этого необходимъ былъ моторъ мощностью около 0,5 Н. Р. 

съ перемфинымъ числомъ оборотовъ оть 800 до 1500 и соотвфтетвую- 
щими кривыми къ нему, такъ какъ такого мотора въ нашемъ распо- 
ряжеши не было, то оцёнка этихъ потерь произведена теоретически. 

Обозначая удфльное давленше на вкладышъ подшипника черезъ 

р, имъемъ 

2—1 
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гдъ Р полная нагрузка на вкладышъ, { длина, а 4 даметръ его. 
Въ такомъ случаЪ мощность, потерянная на трене будетъ: 

Кдг. тии. 
1 = рые 

гдЪ Ги 4 берутся въ см., а р въ ти. /зе., и коэффищенть тренйя. 
Такъ какъ найбольшая скорость на окружности цапфы не пре- 

восходила въ нашихъ опытахъ 3 пе. /зе, то мы пользуемся формулой 

Лаше *). 

Ри 2, 

ГДЪ { температура вкладыша въ (®. Поэтому 

14 
Е ’ 

тп 
50 100 “ав гдЪ @ въ ем. или, такъ какъ г = 

Отсюда, для многоопорнаго вала потерянная на трене мощность 

въ лошадиныхъ силахъ будетъ: 

” 14? 
м У — уе о Зы 57 ы [5х о, г] ый 

Въ нашемъ случаЪ валъ расположенъ на трехъ опорахъ, для 
которыхъ, считая слфва на право (черт. 7), имъемъ: 

1=12 см., 4=3,5 ем., #=300; {=11,5 см., @==4 см., =205; [ =12 ©м., 

4=8 см., ё = 20°. 

Приведенныя здфеь температуры взяты какъ среднее изъ н%е- 
колькихъ наблюдений. 

Такимъ образомъ находимъ: 

№, = 0,000272 1... ее. : (68) 

6 Ввиду незначительности осевыхъ усилЙ мы пренебрегаемъ тре- 

шемъ въ подпятникЪ. 
Потери на треше дисковъ о воду мы опредфлимъ, пользуясь 

предположешемъ, что сила тренйя въ какой либо точк® диска, расчи- 
танная на единицу площади, пропорщональна квадрату скорости диска 
въ этой точкЪ, т. е. равна 

№ (ог), 

*) См. М. Н. Берловъ. Детали машинъ. Вып. УШ. Подшипники. Рига. 1905 г. 
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гдЪ г разстояше точки диска до оси. Относя силу къ 1 тё’. и считая 
ее въ д’. примемъ К, =0,15. Число это заимствовано изъ приведен- 
ной выше статьи Г. Лоренца; приблизительно такое же значее для 

№, находимъ и изъ опытовъ Унвина*). 

Моментъ силы трешя для элементарной площадки диска напи- 
шется въ цилиндрическихь координатахъ такъ: 

[, (ог)? (газ ак)", 

откуда для полной мощности, потерянной на трене, въ Н. Р. нахо- 
димъ выражене вида: 

2 (2 
| | [Е (г)=| (74 3 г) го = 
и 

р оз 
я (и = 

2 

5 

тп 
или, такъ © = 30 

Ч 
‚1% 

[ 15.5.30% 
№. ит №. Вы к к 

Подетавляя въ эту формулу чиеленныя значешя, находим: 

№, = 58686. 10-92... н. а (60) 

Такимъ образомъ полная мощность въ Н, Р., расхолуемая на 

механическя потери, на основанйи (58) и (60) будеты: 

№, = 0,000272 и -- 58636 . 10 3, . о ка = ЗОЖ 

24. Опыты были разбиты на четыре группы, различавийяся чис- 
ломъ дисковъ въ колесЪ. Въ первой групп было 12 дисковъ съ раз- 
стояшями въ 1“./„; во второй—10 дисковъ съ разстоянями въ 2“/„; 
въ третьей—8 дисковъ съ разстояшями въ 3"/».; въ четвертой—7 дис- 
ковъ съ разстояями въ 4*/.. 

Каждая группа состояла изъ четырехъ серй опытовъ. Сер от- 
личались установками задвижки на всасывающей трубЪ и крана на 
нагнетательной трубЪ. Въ первой (1) установкЪ кранъ и задвижка 
совершенно открыты; во второй (И)—кранъ открытъ, задвижка при- 
крыта на половину; въ третьемъ (Ш)—кранъ прикрыть до м»тки, 
задвижка — открыта; въ четвертой (ТУ)—кранъ прикрыть до мЪтки, 
задвижка прикрыта на половину. 

Этими установками создавались разныя геометричесмя условя 
вЪ насосной ети при неизмфнномъ числЪ оборотовъ, другими словами 
мФнялся напоръ и расходъ при поетоянномъ я. 

=) См. проф. Д; П. Рузеый. Общая теорм машинъ. К евъ, 1910 г. Стр, 65. 
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Каждая серйя содержитъ 19 или 11 испытан, при разныхъ уста- 
новкахъ на кнопки реостата, т. е. при перемфнномъ числЪь оборотовъ. 

Результаты каждаго испытан!я выводились какъ среднее изъ 
четырехъ или пяти наблюден!й. Все остальное выясняется таблицами 
опытовъ, приложенными въ концЪ главы. 

25. Для сопоставленя теори съ опытными результатами мы вос- 
пользовались уравнешемъ состоянйя (39) для насоса: 

г? = АНыв + ВОВ Ну... ....... (89) 

гдЪ 

р 39 7 пт Та тэ? =“ ы с — 7: НИ 
& ты 4 | т), ыы 21; Ва (ть — т)" 9:40, (40) 

и выраженемь для гидравлическаго коэффищента полезнаго дЪй- 
ствя (43) 

„УН; эр =кУВЬ,.. ка Заз 

ГД 

с. 2% о. > 

Изъ каждой группы онытовъ выбрано четыре установки реостата: 
на 0, 6, 9и 11 кнопки, изъ которыхъ каждая должна была давать 
постоянное число оборотовъ; но велдете колебая вольтажа въ 
сЪти число оборотовъ мотора иЪсколько колебалось. Такъ какъ 
каждая установка повторяется въ групи четыре раза, то для четы- 
рехъ испытав группы, отличающихся лишь геометрическими усло- 
в ями сти, принято одно и то-же число оборотовъ, среднее для этихъ 
испытан й. Такимъ образомъ изъ нашихъ таблицъ опытовъ получи- 
лось четыре сводныхъ таблицы, которыя приводимъ ниже. 

26. Для сопоставлешя теорйи съ результатами опытовъ построены 
для каждой группы теоретическя кривыя (39) и (43), представляюция 
зависимости (и ти» отъ Ну. 

Въ нашемъ случаЪ для всфхъ кривыхъ 

А =0,595, В = 

или, обозначая индексамъ число дисковъ колеса, получимъ: 

В,» =0,219, Вь=0,239, В =0,268, В, =0,286, 

гдф для числа К, взято прежнее значене 0,15. 
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Такимъ образомь уравнешя кривыхъ состояня, расположенныя 
по группамъ, напишутся въ видЪ: 

2,262 = 0,595 Ну? -|- 0,219 О.Н, 

2,804 = 0,595 Ни - 0,219 ОНИ, 

3,200 = 0,595 Ну'/-{ 0,286 О;'/Ну"/, 

3,498 = 0,595 Ну? + 0,286 9,/2Нуи/. 

3,219 = 0,595 Ни + орлеогеныи, | "= 
3,578 == 0,595 Ну! + 0,219 ОН, Ма. 

2,262 = 0,595 Ну! + 0,239 О'Ну 
2,185 == 0,595 Н;,'/з + 0,239 О'/Н, №, й 

, = 10 
3,189 = 0,595 Ни + 0,239 ОН, |" 
3,585 = 0,595 Ну! + 0,239 9,2 Н у. 

2,225 = 0,595 Ну"! + 0,268 ОН, 

2,314 — 0,595 Ну" + 0,268 ОН, В 
п; = 

3,214 = 0,595 Н,' -{- 0,268 ОНУ, |" 

3,530 = 0,595 Ну'/2 + 0,268 ОН. 

2,211 = 0,595 Ну"! + 0,286 О" Ну в, 

2,806 = 0,595 Нк? - 0,286 Ог/Н, М, | и 

| уе 

Для кривыхъ (43) 

К = 151,55; 

уравнешя ихъ для грушть получились одинаковыми ввиду незначи- 
тельныхъ колебанй числа оборотовъ при одной и той-же установкЪ, 
реостата. Для четырехъ основныхъ установокъ уравнешя этихъ кри- 
выхЪ напишутся такъ: 

Ок.) {р = 0,19 УНь 6 к.) р= 0.15 УЙх, 9 к.) ир= 03 УНь 

11 к.) пр = 0,12 У Я». 

ВеЪ кривыя нанесены на прилагаемые графики (черт. 8, 9, 10, 
11) параллельно съ опытными результатами. Кружками съ крестиками 
обозначены опытныя точки, принадлежая кривымъ состоян!я, а круж- 
ками или крестиками—кривымъ коэффищентовъ полезнаго дЪйствйя. 

27. Разсмотрьне теоретическихъ кривыхъ состоянйя и соотвЪт- 
ствующихъ имъ опытныхъ точекъ приводить къ н®которымь заклю- 
ченямъ. 
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Мы видимъ, что для каждой кривой имЪются двЪ пары точекъ, 

изъ которыхъ первая пара, соотвтствующая группф большихъ рас- 
ходовъ, въ общемъ довольно хорошо удовлетворяеть уравнен!ю кри- 
вой, вторая же пара уже очевидно не подчиняется ему; при этомъ 

общей границей между наименьшими расходами для первыхъ паръ 

и наибольшими для вторыхъ является расходъ (, <> 6,15". /зс. 

9 

$ 

Л 

6 

5 

4 

3 

З 

1 

% 34561891011 12 ЗН 
Черт. 8. 

Замфтимъ теперь, что движене воды въ колесЪ насоса есть те- 
чене жидкости между параллельными стфиками, подчиняющееся, 
конечно, законамъ, изложеннымъ въ гл. ХШ (ч. 1), т.е. до извфетныхь 

скоростей, а слфдовательно и расходовъ, движене будеть струйное, 
а при большихъ скоростяхъ—турбулентное. 

Въ нашемъ случаф это и имфеть мфето: первыя пары точекъ, 
т. е. болыше расходы и скорости, удовлетворяють теоретическимъ 
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кривымъ, выведеннымъ въ предположени турбулентнаго движеня; 
при малыхъ же расходахъ относительныя скорости течешя воды между 
дисками оказываются повидимому ниже критическихъ скоростей и 
движеше воды подчиняется струйному режиму. 

Такимъ образомъ для веЪхъ колесъ нашего насоса, при данномъ 

345618901 12 ЗН 
Черт. 9. 

размЪрЪ дисковъ, получается ифкоторая критическая радальная вход- 

ная скорость (ух), гдЪ 

©; хе 

ее С о 

При (6,), большихъ этой скорости, т. е. при расходахъ большихъ 

@» изложенная выше теорйя примфнима, а при меньшихь расходахъ 
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пришлось бы пользоваться соображенями, изложенными въ гл. Х1 
$59, ч.1. Для нашего случая (©), = 6,715 Ии./зе, и 7, =0,08 ть’, Поэтому 

(вк), = 
9,0134 И. 
п: Е 

гдЪ 8 разстояне между дисками въ тё’., (п, 1)—чиело дисковъ. 

1щ--1=8 

0 
16 

ы 

15 

в 

13 

+ ло 

оз 

С —ЛИК-.2 

= 

0,1 

$456 т 89 № 13Н, 
Черт, 10. 

Мы видимъ, что и здЪеь критическая скорость подчиняется 0б- 
щему закону, выраженному въ $ 77 гл. ХШ ч. 1, т. е., критическая 

‘скорость обратно пропоршюональна линейному размЪру живого сЪченя, 

пропускающаго жидкость. 

КромЪ того при разсмотрёни кривыхъ мы замЪчаемъ, что колеса 
съ 10 и7 дисками лучше удовлетворяють высказанному положено, 
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чЪмъ колеса съ 12 и 8 дисками. Это обстоятельство можеть быть 

объяснено вшяшемъ зазоровъ между наружными поверхностями дис- 
ковъ колеса и стЪнками насосной камеры. 

0 п1=7 

п 

05 

05 

04 

03 

03 
0,1 

456189 ют ВН 
Черт, 11. 

Въ нашемъ случаЪ эти зазоры будуть: 

_ 40 — (2.12 + 1.11) _. 
2 = 2.=— 2,5%, а 

40— (2.10 2:9) 
м. э ==1"/., 

35 бы г НЕ) но 40— (2.7-- 4.6) 
> 

гдЪ индексы обозначаютъ число дисковъ колеса. 

Такимь образомъ для колеса съ 12 и 8 дисками зазоры больше 
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чЪмъ при 10 и 7 дискахъ; въ особенности ненормаленъ этотъ зазоръ 
у колеса съ 12 дисками, гдЪ рабочее разстоян!е всего 1"-/„.. Очевидно 
что при болышихъ зазорахъ возникаеть обратная утечка воды, такъ 
что теоретичесый расходъ получается болыше наблюдаемаго; кромЪ 
того при маломъ разетоянш между дисками должны оказывать извЪет- 
ное втяве и капиллярныя силы, дЪйстве которыхъ возрастаеть съ 

уменьшешемъ этого разетояня. 

Что касается кривыхъ гидравлическаго коэффищента полезнаго 
дъйстя, то здфеь расхождеше опыта съ теорей можетъ быть объ- 
яснено недостаточной точностью формулы (61), оцвнивающей механи- 

ческя потери; особенно сильно должны и здЪеь вмять вышеуказан- 
ные зазоры: съ возросташемъ зазора потеря на треше диска о воду 
должна возростать, такъ какъ приходится приводить въ турбулентное 
состояе болыную массу жидкости. Это обстоятельство, замфченное 

и при обыкновенныхъ центробфжныхъ насосахъ, не учитывается фор- 

мулой (61). с 
Пунктирныя кривыя на график изображають лини равныхъ 

состоянй сЪти. Эти кривыя даютъ возможность опредфлять напоръ 
и расходъ при данномъ чиелЪ оборотовъ и открыт вентилей. Для 
этого достаточно найти пересЪчене соотвЪтствующей кривой состоя я 
сти съ кривой состояшя насоса при данномъ числ оборотовъ. 

Въ заключене замЪтимъ, что при колесЪ изъ 10 дисковъ насосъ 
давалъ — 9./зс. при напор — 5,4 т. и п = 900, работая съ гидрав- 
лич. коэф. пол. дЪйстыя тр, = 0,60. Считаясь съ тмъ, что размры 
насоса и рабочихъ дисковъ выбраны случайно, нужно признать полу- 
ченные результаты вполнф удовлетворительными и примВнеше на 
практикЪ дисковыхъ насосовъ допустимымъ. 



Численные результаты опытовъ 

съ дисковымъ наесоевомъ. 
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